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Introduccion

En el médulo anterior se introdujo la Transformada de Laplace como una herramienta que
permite analizar sefiales y sistemas LIT analdgicos en un dominio transformado en el que, a
menudo, resulta mas sencillo interpretar su comportamiento y analizar las caracteristicas que
presentan. Sin embargo, parte de esta sencillez queda diluida por el hecho de que la
Transformada de Laplace implica una integracién sobre el plano complejo, dando lugar a dos
variables transformadas que se corresponden con la parte real y la parte imaginaria de la
variable compleja s.

En la practica, es habitual trabajar con una transformacién alternativa segun la cual toda sefial
analdgica (si se cumple un determinado conjunto de condiciones de contorno) puede ser
representada como superposicién de sefiales sinusoidales o, equivalentemente, senales
exponencial compleja. Dicha transformacidon es uatil en la practica porque las sefiales
sinusoidales son faciles de generar y suponen una herramienta accesible y sencilla para
adentrarse en el analisis transformado de senales y de sistemas. Siendo el parametro
fundamental de una sinusoide su frecuencia, el analisis mediante la Transformada de Fourier
se conoce también como «analisis frecuencial» o «andlisis en el dominio de la frecuencia». Su
origen se remonta al siglo XVIIl y el lector interesado podra encontrar un breve relato histérico
sobre su evolucién hasta nuestros dias en Oppenheim, Willsky, & Nawab (1996, pp. 162-166).

En el presente médulo nos centraremos en introducir los fundamentos de la Transformada de
Fourier. El objetivo es ver cdmo esta transformada puede ser utilizada como herramienta
practica para la resolucion de problemas relacionados con el analisis de sefiales y sistemas LIT
analdgicos. Para ello, comenzaremos repasando en la seccidén 1 la conexidon existente entre la
Transformada de Laplace que acabamos de ver en el mddulo anterior y la Transformada de
Fourier que se presenta en el presente mddulo. Posteriormente, la seccion 2 se adentra en las
propiedades de la Transformada de Fourier, las cuales son esenciales para comprender la
dimension que aporta esta transformada en el analisis de sefiales y sistemas. Muchas de estas
propiedades seguramente pervivirdn intactas en la mente del lector por mucho tiempo. A
continuacién, la seccién 3 introduce algunas consideraciones asintdticas que son de interés
para el analisis de sefales y sistemas analdgicos, asi como el denominado efecto de Gibbs.
Seguidamente, la seccién 4 aborda el andlisis frecuencial de sefiales analégicas periddicas, las
cuales, como se verd, dan lugar a una representacion discreta en el dominio de la frecuencia.
Esta observacioén es de gran importancia, ya que relaciona la periodicidad en un dominio con la
discretizacion en el dominio opuesto. Esta relacién, de hecho, sera de gran utilidad mas
adelante, cuando llegue el momento de analizar frecuencialmente sefiales en tiempo discreto.
En su parte final, el médulo concluye presentando cémo la Transformada de Fourier resulta ser
de gran utilidad a la hora de caracterizar los sistemas LIT analdgicos, asi como a la hora de
estudiar los fundamentos de las técnicas de muestreo de sefales analégicas.
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Objetivos

Los principales objetivos de este mddulo son los siguientes:

1.

Comprender los fundamentos de la Transformada de Fourier y su relacién con la
Transformada de Laplace.

Conocer las limitaciones de la Transformada de Fourier y las condiciones bajo las cuales es
posible calcularla.

Aplicar la Transformada de Fourier para obtener la representacion frecuencial tanto de
sefiales de duracion finita como de sefiales periddicas.

Conocer las propiedades de la Transformada de Fourier y su uso préctico para el cdlculo de
transformadas de Fourier.

Conocer las transformadas de Fourier de las sefiales mas habituales.

Comprender la relacién entre la Transformada de Fourier de sefiales periddicas y la Serie
de Fourier.

Consolidar la relacién entre tiempo y frecuencia en lo que respecta a la entrada/salida de
sistemas LIT a través de la ecuacidon de convolucién, o bien a través del producto de
respuestas frecuenciales.

Conocer los principales tipos de filtros como sistemas LIT que seleccionan o eliminan una
determinada banda de frecuencias.

Conocer el muestreo ideal mediante un tren de deltas de Dirac y comprender el Teorema
de Nyquist.
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1. De la Transformada de Laplace a la Transformada de Fourier

El objetivo de esta primera seccion es introducir la Transformada de Fourier. Para ello, se
presentaran en primera instancia (apartado 1.1) sus ecuaciones de analisis y de sintesis.
Posteriormente, se planteard la dualidad existente a la hora de representar la variable
frecuencia en unas u otras unidades (apartado 1.2). A continuacidn (apartado 1.3), se hara una
breve mencién a como representar la transformada de Fourier de una sefial y qué informacion
puede extraerse de dicha representacién. Finalmente, se presentaran las condiciones de
convergencia de la Transformada de Fourier (apartado 1.4), para dar ya paso al apartado 1.5,
donde se presentara una coleccién de ejemplos sencillos a fin de ir familiarizando al lector con
el calculo de la Transformada de Fourier.

1.1.Ecuaciones de analisis y de sintesis de la Transformada de Fourier

Tal y como se ha visto anteriormente, la Transformada de Laplace juega un papel clave en la
caracterizacién de sefiales y sistemas LIT en tiempo continuo. Sin embargo, a menudo se
argumenta que la Transformada de Laplace es una herramienta excesivamente tedrica y poco
intuitiva, ya que implica una integracidn en el plano complejo y convierte una sefial de variable
real (el tiempo continuo) en una transformada de variable compleja (la variable s). Es decir,
para representar la misma informacién es necesario utilizar dos variables en el dominio de
Laplace, la parte real de s y la parte imaginaria de s, en lugar de solo una, tal y como se hace
en el dominio temporal. A primera vista, no hay una razén evidente que justifique la necesidad
de utilizar dos variables y ello hace que surjan alternativas para comprimir la redundancia que
contiene la Transformada de Laplace y volverla a reducir a una sola dimensién. Una de estas
alternativas se basa en la funcién exponencial e, que, como ya sabemos, presenta la
propiedad de ser una autofuncién de los sistemas LIT analdgicos. Es decir, al excitar la entrada
de un sistema analdgico LIT de respuesta impulsional h(t) con la sefial x(t) = e5¢, el sistema
presenta una sefial y(t) a su salida dada por

y(t) = eSt x h(t) = f h(D)est=Dg) = est f h()e 5AdA = eStH(s) 1)

H(s)

siendo H(s) la transformada de Laplace de la respuesta impulsional h(t) y denominada
habitualmente la funcidén de transferencia del sistema. El resultado en (1) muestra cémo la
sefal exponencial que hay en la entrada vuelve a aparecer en la salida acompafada de un
factor de escala, dado por la funcién de transferencia, el cual resume el comportamiento del
sistema en funcidn de la variable compleja s.

De entre todas las posibles sefiales exponenciales, hay una de ellas que es de especial interés
para nosotros y que no es otra que la sefial exponencial compleja: esto es, e/, en donde se
ha llevado a cambio el cambio de variable s = j{2. Este cambio es interesante porque la senyal
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exponencial compleja tiene un significado fisico mds tangible, al poder ser interpretada como
un fasor en el plano complejo rotando a una velocidad angular constante {2, cuya proyeccion
en los ejes real e imaginario da lugar a las funciones cos(2t) y sin(t), respectivamente.
Estas sefiales co/sinusoidales son facilmente generables en un laboratorio y corresponden,
haciendo un simil acustico, a tonos de frecuencia pura. La importancia de las sefiales
exponencial compleja es alin mayor si tenemos en cuenta que cualquier sefial periédica x,, (t)
puede ser expresada como una combinacién lineal de exponenciales complejas. Esto es,

o)

xp(t) = Z c,elnt (2)

n=—oo

en funcién de unos ciertos coeficientes {c,}y=—o correspondientes a un conjunto de
frecuencias {{2,, }5= _ - Este resultado se conoce como la Serie de Fourier y hace que el interés
en las sefiales exponencial compleja sea alin mas grande (mas sobre la Serie de Fourier en el
apartado 4.2 de este mismo madulo).

Esto hace que, de todo el plano complejo definido por la variable de Laplace s, en la practica
nos interese restringirnos al caso s = jf). Esta particularizaciéon no solo hace mas intuitivo el
analisis en el dominio transformado a partir del uso de exponenciales complejas, sino que,
ademas, reduce la Transformada de Laplace a una nueva transformada d’una sola variable, 2.

Esta nueva transformada es conocida como la Transformada de Fourier y permite una
relaciéon univoca entre tiempo (variable t) y frecuencia (variable 2), haciendo mas
sencilla e intuitiva su interpretacion. La notacion cominmente utilizada para expresar la
relacidn entre ambas representaciones es la siguiente:

F
x(t) —— X(2) (3)
donde la letra F simboliza la Transformada de Fourier.

La ecuacidon de andlisis de la Transformada de Fourier (o Transformada de Fourier
directa) es la operacion que permite obtener X (£2), que es la transformada de Fourier
de x(t), segun

[oe]

X(2) = Flx(®)] = f x(t)e—i% ()

—00

Asimismo, la ecuacion de sintesis de la Transformada de Fourier (o Transformada de
Fourier inversa) permite obtener x(t) a partir de su transformada de Fourier X(2), y se
define segun

x(t) = FHX(Q)] = % f X(Q)eltdn (5)
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Es interesante notar que la ecuacidn de analisis en (4) no es mas que el producto escalar! entre
la sefial x(t) y una sefial exponencial compleja de frecuencia 2, esto es, e/ De esta forma,
vemos que lo que la Transformada de Fourier hace realmente es proyectar la sefial x(t)
sobre un conjunto de sefiales exponencial compleja de frecuencias 2 = (—, ). Y es
teniendo esto presente, que se entiende entonces el hecho de que la transformada de Fourier
X(2) no es mas que una medida de cdmo se parece la sefial x(t) a una sefial exponencial
compleja e/t para todas y cada una de las posibles frecuencias 2 = (—oo, o).

Por su parte, lo que hace la Transformada de Fourier inversa es reconstruir la sefial x(t) a
partir de la suma ponderada de un conjunto de sefiales exponencial compleja e/¢, en donde
la ponderacidn (i.e. la amplitud de cada exponencial compleja) viene dada por la propia
transformada de Fourier de x(t), X(2). Este hecho confirma que toda sefial x(t) puede
representarse como una suma de exponenciales complejas, siempre y cuando se cumplan las
condiciones de convergencia que mas adelante se presentardn en el apartado 1.4.

Por dltimo, (4) y (5) nos muestran que la Transformada de Fourier cumple dos propiedades
interesantes. La primera, que es una transformacidn reversible, ya que es posible pasar de
x(t) a X(), y posteriormente de X(2) a x(t). | la segunda, intimamente relacionada con la
primera, que en este proceso de transformacién no hay pérdida alguna de informacién.

1.2. Consideraciones acerca de la variable frecuencia

Por convencién, utilizaremos la variable ) para representar el dominio frecuencial, cuyas
unidades se expresan en rad/seg. En ciertas aplicaciones o disciplinas, sin embargo, es
habitual representar el dominio frecuencial mediante la variable F, cuyas unidades se
expresan en Hz. Ambas variables estan relacionadas, ya que

0 =2nF (6)

Asi, el factor de conversidn entre ambas unidades de frecuencia viene dado por un factor 2m:

[rad/seg] = 2n[Hz] < [Hz] = 21 [rad/seg] (7)

21
Utilizando la variable F, la definicion de la Transformada de Fourier directa que se ha
introducido en (4) y la Transformada de Fourier inversa de (5) quedan de este modo:

X(F) = Fflx(t)] = f x(t)e/2mFtqt (8)
X = F KO = [ X o

— 00

1 En términos generales, el producto escalar entre dos sefiales a(t) y b(t) viene dado por la expresién
f_oow a(t)b*(t)dt, en la que, al utilizar el operador * (que representa el complejo conjugado), se

contempla el caso general en que las dos sefiales puedan ser complejas: a(t), b(t) € C.

*
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La razén por la cual se suele preferir trabajar con la variable 2 es que, si fuera necesario,
convertir una transformada en {2 a una transformada en F es mds sencillo y directo que
hacerlo al revés. Convertir de 2 a F implica sustituir una variable por otra y eliminar aquellos
factores de escala 2m que aparezcan multiplicando a la transformada de Fourier en (2. Hacerlo
al revés, comenzando con la variable F para convertir a la variable {2 no es tan directo, ya que
dichos factores de escala 27 no siempre es necesario afiadirlos y, por lo tanto, no es evidente
saber en qué casos son necesarios y en qué casos no lo son. Eliminarlos, sin embargo, es algo
directo y facil de recordar.

1.3.Representacion grafica de la Transformada de Fourier

En este apartado se abordan tres aspectos. El primero de ellos hace referencia al significado
mismo de la Transformada de Fourier y a la informacidén que su representacién grafica
proporciona. Para ello, es necesario recordar que la representacion temporal es la forma en
gue habitualmente obtenemos los estimulos de nuestro entorno, en base a observar como
diferentes fendmenos evolucionan a medida que avanza el tiempo. Sin embargo, hay
circunstancias en las que la representacion temporal no es adecuada para extraer cierto tipo
de informacién, como, por ejemplo, cudl es la periodicidad a la que aparecen ciertos eventos o
a la que se repiten ciertos patrones. Un ejemplo muy sencillo se muestra en la parte superior
de la Figura 1, donde la sefial x; (t) corresponde a una sefial sinusoidal pura.

.1'|.(I)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t(s)
X1(2)
T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
Q/2x (H2)

L I L

Figura 1. Ejemplo de una seial sinusoidal en el dominio temporal (arriba) y de su representacion en el dominio
frecuencial (abajo); en concreto, de la representacion grafica del médulo de su transformada de Fourier.

La representacion temporal muestra claramente que la sefial oscila a medida que avanza el
tiempo y su periodicidad en este caso se puede obtener facilmente midiendo el periodo
fundamental de la sefial. A partir de esta figura, se aprecia que la sefial se repite cada 0.1
segundos, con lo cual, el periodo de la sinusoide es de 0.1 segundos y, por lo tanto, su
frecuencia es de 10 Hz. Esto es, el periodo basico de la sefial se repite 10 veces por segundo.
Ni mas, ni menos. Es debido a ello que la representacién frecuencial de la sefial x,(t) nos
deberia decir que todo el contenido de la sefial x;(t) estd concentrado en una Unica
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frecuencia: los 10 Hz. Como consecuencia, la transformada de Fourier de la sefial x;(t)
deberia de ser algo similar a una delta centrada a la frecuencia 10 Hz, tal y como
efectivamente se muestra en su representacion frecuencial, ilustrada en la parte inferior de la
misma Figura 1. En este primer ejemplo, se puede observar que la transformada de Fourier de
la sefial x;(t) ha sido capaz de concentrar todos los puntos de la sefial x;(t) en tan solo un
Unico punto en el dominio frecuencial: el punto correspondiente a la frecuencia 10 Hz. De esta
forma, la transformada de Fourier se puede ver como un mecanismo de “compresion” de la
informacidn contenida en el dominio del tiempo.

El ejemplo de la sefial x;(t) es un caso muy sencillo donde, de hecho, ni siquiera es necesario
representar la transformada de Fourier para saber que la periodicidad de esta sefial es de
10 Hz. Nosotros mismos lo hemos deducido midiendo en la representaciéon temporal de x; (t),
en la parte superior de la Figura 1, cada cuanto tiempo se repite la sefial. Sin embargo, esto no
es lo habitual en la practica, puesto que lo mds comun es encontrarse con sefiales como la que
se muestra en la parte superior de la Figura 2.

Mand

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
Q/2x (H2)

Figura 2. Ejemplo de una senal arbitraria en el dominio temporal (arriba) y de su representacién en el dominio
frecuencial (abajo); en concreto, de la representacion grafica del médulo de su transformada de Fourier.

En este caso no es facil deducir a partir de su representacion temporal si la sefial x,(t)
presenta o no algun tipo de patrdn repetitivo. Aparentemente, uno diria que esta sefial estd
formada basicamente por ruido, sin poseer estructura alguna. Ahora bien, la representacidn de
su transformada de Fourier, mostrada en la parte inferior de la Figura 2, muestra claramente lo
contrario. La sefial x,(t) si presenta una cierta estructura, ya que tiene tres componentes
frecuenciales que claramente predominan sobre el resto y que se corresponden con las
frecuencias 10, 50 y 100 Hz. Esta conclusion es imposible de obtener solo observando la
evolucion temporal de la sefial x,(t), lo cual ya nos da una buena primera muestra del
potencial de la Transformada de Fourier.

El segundo aspecto que se pretende abordar en este apartado es la representacion grafica
misma de la Transformada de Fourier. En los dos ejemplos anteriores hemos pasado por alto
un aspecto relevante (que si aparece comentado en los pies de la Figura 1y la Figura 2) y es
gue lo que se muestra en esas figuras no es la transformada de Fourier X(2) sin mas, sino el
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maodulo de la transformada de Fourier: |X(£2)]. Ello es asi porque, por lo general, el resultado
de la Transformada de Fourier es una sefial compleja y, por lo tanto, puede descomponerse,
bien en una sefial parte real y una sefal una parte imaginaria (ambas senales reales), o bien
en una sefal mddulo y una sefial fase (ambas seiiales reales).

Mas adelante, en la seccidn 2, se discutirdn las propiedades de simetria de la Transformada de
Fourier y las condiciones que deben darse en una seial para que su transformada de Fourier
sea una sefial real. Pero, por lo general, uno debe esperar que la transformada de Fourier de
una sefial real sea compleja y, por lo tanto, su representacion grafica merece especial
mencidn. Hay varias formas de representar una sefial compleja, pero lo mas habitual en la
Transformada de Fourier es representar su sefal médulo y su seiial fase, tal y como se
muestra, por ejemplo, en el apartado 1.5, para el caso de una seiial exponencial multiplicada
por una sefial escaldn.

A nivel cualitativo, el médulo de la Transformada de Fourier proporciona informacion
sobre cual es el contenido frecuencial de una senal:

e Si el mdédulo de una transformada de Fourier presenta una contribuciéon
significativa a frecuencias bajas, entonces la sefal en el dominio del tiempo
varia de forma suave.

e Por el contrario, si el médulo de una transformada de Fourier presenta una
contribucidn significativa a frecuencias altas, entonces la sefial en el dominio del
tiempo sufre variaciones rapidas y/o abruptas.

Por su parte, la fase de la transformada de Fourier proporciona informacion acerca de
cémo se comportan las diferentes frecuencias cuando la sefal experimenta un retraso.
Como veremos en el subapartado 2.1.2, un retardo de la seiial en el dominio del
tiempo implica que la fase de su transformada de Fourier varia linealmente en funcion
de la frecuencia. Esta propiedad es muy utilizada en la caracterizacion de sistemas. Si un
sistema LIT es tal que su respuesta impulsional h(t) presenta una transformada de
Fourier H(2) con fase lineal, entonces este sistema le aplica en su salida el mismo
retardo a todas y cada una de las frecuencias que forman la sefial de entrada. De lo
contrario, el sistema puede distorsionar la sefial de salida.

Finalmente, el tercer y Ultimo aspecto esta también relacionado con la representacion de la
Transformada de Fourier, pero hace referencia a casos en que interesa analizar el
comportamiento de una transformada de Fourier para frecuencias extremas, ya sean estas
muy bajas o muy altas. Cubrir simultdaneamente ambos casos no es posible a menos que la
representacién se lleve a cabo con el eje de frecuencias en escala logaritmica, que es
precisamente lo que se consigue con los denominados diagramas de Bode. Estos diagramas
tienen la particularidad de representar en escala logaritmica tanto el moddulo de la
Transformada de Fourier (i.e. las amplitudes, en el eje de ordenadas) como su variable
independiente (i.e. las frecuencias, en el eje de abscisas). En la Figura 3, se muestra el ejemplo
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de un diagrama de Bode en el que se representa el mdédulo de la transformada de Fourier de
una sefal pulso cuadrado de 0.1 segundos de duracién. Como se puede observar, la
representacién permite observar el comportamiento asintdtico por el cual el mdédulo (al
cuadrado) de la transformada cae a una velocidad de 20 dB por década: esto es, 20 dB cada
vez que la frecuencia se multiplica por un factor 10.

20log,| X ()|

5+ 1

10} |

=30

-35+

40 -

-45 ¢

-50 :
107 10° 10 102 10°
Q /27 (Hz)
Figura 3. Diagrama de Bode correspondiente al médulo (al cuadrado) de la transformada de Fourier de un pulso
cuadrado de 0.1 segundos de duracion.

1.4.Condicion de existencia de la Transformada de Fourier

La Transformada de Fourier, tal y como queda definida en (4), implica el calculo de una integral
infinita en todo el dominio del tiempo. De ahi surge la duda acerca de cudles son las
condiciones que permiten que la integral de (4) converja a un valor finito en lugar de divergir.
Para ello, podemos hacer uso de un conjunto de condiciones suficientes que garantizan la
convergencia de la integral de la ecuacion de analisis de la Transformada de Fourier, y que
son conocidas como las condiciones de Dirichlet:

1. Lasefal x(t) ha de ser absolutamente integrable; esto es,

+00
f |x(t)|dt < o (10)
— 00
2. Lasefial x(t) ha de tener un nimero finito de minimos y maximos dentro de cualquier
intervalo finito de tiempo.

3. La sefial x(t) ha de tener un nimero finito de discontinuidades dentro de cualquier
intervalo finito de tiempo y, ademas, dichas discontinuidades han de ser finitas.

Este conjunto de tres condiciones puede presentarse de forma mds compacta y resumida bajo
la siguiente condicién de existencia:
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Si la sefial x(t) es absolutamente integrable y continua y no presenta discontinuidades
infinitas, entonces existe la transformada de Fourier de x(t).

Y, muy importante, obsérvese que esta condicién de existencia de la transformada de
Fourier de una sefial puede expresarse equivalentemente en términos de la
Transformada de Laplace: si la ROC de la transformada de Laplace de x(t) incluye el
eje imaginario del plano s, entonces existe la transformada de Fourier de x(t).

Por otro lado, hay que insistir en que esta condicidn de existencia es suficiente, pero no
necesaria. Esto quiere decir que puede darse el caso de sefiales que no cumplan esta
condiciéon, pero que igualmente exista su transformada de Fourier. Por ejemplo, podemos
tomar la sefial signo, x(t) = sgn(t), que, como ya vimos en el primer modulo al estudiar la
sefial escaldn unitario, toma el signo de su argumento (en este caso, de la variable tiempo):

—1 para t<0
sgn(t) =4 0 para t=0 (12)
1 para t>0

Se trata por tanto de una sefial que presenta dos discontinuidades finitas a la izquierda y a la
derecha de t = 0, respectivamente, con lo que cumple las condiciones de Dirichlet 2 y 3. Sin
embargo, no es una sefial absolutamente integrable y, por lo tanto, incumple la condicion de
Dirichlet 1. A pesar de ello, si que existe la transformada de Fourier de la sefal signo: ver el
Ejemplo 1 en el apartado 2.1 para mas detalles. El de la sefial signo es un caso particular,
porque se trata de una sefial que no es absolutamente integrable, asi como tampoco
cuadraticamente integrable (i.e. no cumple que fjooolx(t)lzdt < ). Sin embargo, existen

sefiales que, aun no siendo absolutamente integrables, si que son cuadraticamente integrables
y esta propiedad les ayuda a asegurar la existencia de su transformada de Fourier.

En general, si una sefial no es absolutamente integrable e incumple la condicidn de Dirichlet 1,
su transformada de Fourier puede existir si resulta ser una sefal cuadraticamente integrable.
Aun asi, a pesar de que una sefial no sea absolutamente integrable ni tampoco
cuadraticamente integrable, es posible que posea transformada de Fourier siempre que pueda
hacerse uso de una sefal especial, que nosotros ya conocemos muy bien, que presenta unas
propiedades muy particulares y que en algunos casos permite solventar estos problemas de
convergencia. Dicha funcién (que, como ya sabemos, formalmente no es considerada una
«funcidon» como tal, en el sentido matematico estricto) no es otra que la sefial delta de Dirac,
denotada segun &(t), y permite que la transformada de Fourier presente impulsos en su
respuesta. ¢En qué casos es Util la delta de Dirac para el cédlculo de la Transformada de
Fourier? Lo veremos mas adelante, pero, por el momento, piénsese en las sefales periddicas
(ver seccién 4 de este mismo modulo) o, también, en las sefiales cuya transformada de Laplace
presenta alguin polo justo sobre el eje imaginario (i.e. para s = 0), como por ejemplo la sefial
escalén unitario (ver el Ejemplo 4 de este mismo madulo).
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Para terminar este apartado, recordemos ahora algunas de las propiedades de la seiial delta
de Dirac. En este repaso, se ha considerado una variable independiente genérica v en lugar de
la variable temporal t, a fin de remarcar el hecho de que las propiedades mostradas a
continuacién son generales. Es decir, que estas propiedades se mantienen con independencia
de si la variable de la delta de Dirac esta en unidades de tiempo o de frecuencia:

, v=0
L a7 25
2. fjooo S(v)dv = 1.

3. Paracualquier sefial x(v), se tiene que: x(v)S(v — vy) = x(v5)5 (v — vy).
4. x(v) *6(w —up) = x(v — uy).

Como ya se ha mencionado, mas adelante, en la seccién 4, se hard uso de estas propiedades
de la delta de Dirac a la hora de calcular la transformada de Fourier de una sefial periddica
cualquiera.

1.5. Calculo de transformadas de Fourier de algunas seiales basicas

En los apartados anteriores se ha presentado la Transformada de Fourier a través de sus
ecuaciones de andlisis y sintesis. En este apartado se pretende poner en practica estos
conocimientos. El objetivo es calcular paso a paso la Transformada de Fourier a través de un
conjunto basico de sefiales analégicas. Mds adelante, en la seccidon 2, se introducira toda una
serie de propiedades que agilizard el calculo de la Transformada de Fourier. El lector
comprobara cémo, en la gran mayoria de ocasiones, la transformada de Fourier de una seial
se puede obtener aplicando una o varias de estas propiedades, en lugar de calcular paso a
paso la integral de la ecuacidon de andlisis en (4), tal y como se hard a continuacion. Sin
embargo, el ejercicio que se presenta a continuacion sigue siendo interesante desde un punto
de vista didactico, pues permite poner en practica la ecuacion (4) y tener un conjunto inicial de
sefiales y sus respectivas transformadas de Fourier con las que poder comenzar a trabajar.

1.5.1. Seiial delta de Dirac

El primer ejemplo de transformada de Fourier que veremos sera para el caso de la sefial delta
de Dirac, x(t) = §(t). Utilizando la ecuacién de anélisis de la Transformada de Fourier,
definida en (4), y las propiedades de la sefial delta de Dirac revisadas en el apartado anterior,
tenemos que:

X)) =F[6()] = f 5(t)e_jﬂtdt = f 5t — O)e—jﬂtdt

= f §5(t—0)e /0qt = f §(t —0)dt = j s(t)dt =1

El resultado indica que la sefial delta de Dirac posee una amplitud constante en todas las
frecuencias, y es un ejemplo de la relacion inversa que existe entre tiempo y frecuencia. Es
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decir, una senal de duracién muy pequefia en el dominio temporal da lugar a una
transformada de ocupacién muy amplia en el dominio frecuencial.

z(t)

t(s)
X(9)

0
1 (rad/s)

Figura 4. Representaciones graficas de la delta de Dirac (arriba) y su transformada de Fourier (abajo).

1.5.2. Producto de seiial exponencial por seiial escalon unitario

En este caso tenemos la sefial x(t) = e~*‘u(t), donde a > 0 es una constante arbitraria y
u(t) es la funcion escaldn unitario (tal que, recordemos, u(t) = 1 parat > 0,y u(t) = 0 para
t < 0). Aplicando la ecuacién de analisis de la Transformada de Fourier, tenemos que:

X)) = Fle *u(t)] = fe'“tu(t)e_jmdt = f e~ (atiDt gy
o 0 (13)
- _ 1 [e—(a+j.(2)t]°° — 1
a+ji 0 a+jn

En este caso obtenemos una transformada de Fourier compleja, por lo que su representacion
grafica debe contener sus partes real e imaginaria, o bien su mddulo y su fase. Como ya hemos
comentado, habitualmente se opta por el segundo caso, dando lugar a la representacién que
se muestra en la Figura 5.

El mddulo de esta transformada de Fourier puede obtenerse como

1 1 1

= 14
atjfa—j0 VT .

1X(@D)] = VX)X () =

y se muestra en la parte central de la Figura 5, donde se observa cémo la mayor parte de la
energia de la sefal estd concentrada a frecuencias bajas y cdmo el contenido frecuencial va
disminuyendo gradualmente a medida que aumenta la frecuencia. Este comportamiento es
coherente con el hecho de que la sefial en tiempo es eminentemente suave (y, por lo tanto,
predominan las bajas frecuencias en su transformada de Fourier). Pero el hecho de que
experimente un salto abrupto en t = 0 hace que aparezca contenido frecuencial a frecuencias
altas, que, si bien es menos intenso que a frecuencias bajas, no es despreciable.
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[X($2)]

1/ex \,-’6 = -

1 |
- 0 o
Q2 (rad/s)
arg (X (£2))

== _

A3
o R
T

=2 A

s

a 0 «a

Q (rad/s)

Figura 5. Representaciones graficas de una sefial exponencial multiplicada por un escalén unitario (arriba) y el
maddulo (en medio) y la fase (abajo) de su transformada de Fourier.

Y, respecto de la fase de esta transformada de Fourier, esta puede obtenerse manipulando la
expresion que hemos obtenido en (13) para que quede en forma de un nimero complejo con
parte real mds parte imaginaria. Para ello, se puede multiplicar por el conjugado del
denominador tanto en el numerador como en el denominador. De esta forma se obtiene

X)) =

a—j/ 1 a—jn 1 _
(X—j!)(a+j.(2):a2+.(22:a2+[22(0{—]ﬂ) (15)

Asi, tal y como se ve en la Figura 5 (abajo), la fase de la transformada de Fourier resulta ser

3 Im(X(D)\ _ 0
Wrg(X(2)) = atan (W) = atan( a) (16)

1.5.3. Seiial pulso cuadrado

A continuacidn, consideramos la sefial pulso cuadrado de duracién T, es decir, x(t) = I1(t/T).
Esta sefial aparece frecuentemente en sistemas de comunicacion digital y en sistemas
electrénicos, con lo que conocer su transformada de Fourier resulta obligatorio y muy util en
general. Aplicando directamente la ecuacion de analisis, la transformada de Fourier del pulso
cuadrado resulta ser:

o T/2
T
X =~F [H (%)] = J 1 (%)e‘jmdt = f e /dt = —jiw[e‘jm]?g
—00 -T/2
B 0 ) B ar (17)
2
0]
SIn |\ 1@
=T fﬁZ) = Tsinc (%)
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Se observa que en (17) se ha utilizado la sefial sinc, cuya definicién establece, como ya
sabemos, que sinc(v) = sin(mv) /(rwv), alli donde v es una variable independiente
cualquiera. El resultado obtenido en (17) se puede expresar equivalentemente en unidades de
Hz:

X(F)=F [n (%)] = Tsinc(FT) (18)

Estos resultados se muestran en la Figura 6. Ndtese que, en este caso particular, hemos
obtenido una transformada de Fourier que es una sefal real, por lo que esta se representa
directamente en la Figura 6 sin necesidad de distinguir entre mddulo y fase.

-T/2 0 T2

1 1 L 1 1 1 1 1
-10x/T -8a/T -6x/T -4x/T -2n/T 0 2n/T  4x/T  6a/T 8a/T 10a/T
Q (rad/s)
X(F)
T

1 L L 1 1 L 1 L ! J
5/T  -4T 3T 2 Al 0 1T 2/T 3T 4T 5/T
F (H2)

Figura 6. Representaciones graficas de la sefial pulso cuadrado (arriba), su transformada de Fourier en unidades
de rad/seg (en medio), y su transformada de Fourier en unidades de Hz (abajo).

La caracteristica principal del pulso cuadrado es que se trata de una sefial limitada en tiempo.
Como se puede observar, su transformada de Fourier presenta el comportamiento inverso, ya
gue no estd limitada en frecuencia, sino que presenta energia a todas las frecuencias, a pesar
de que esta energia se va haciendo cada vez mas pequefia a medida que aumenta la
frecuencia. La otra caracteristica relevante del pulso cuadrado es que su transformada de
Fourier presenta nulos de forma periddica al ritmo de los nulos de la sefial sinc. Asi, si la
anchura total del pulso es de T segundos, los nulos aparecen en frecuencia a multiplos enteros
de la frecuencia 2t /T rad/seg o, equivalentemente, 1/T Hz.
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2. Propiedades de la Transformada de Fourier

Hemos acabado la seccidon anterior presentando algunos ejemplos sencillos de célculo de
transformadas de Fourier de algunas sefales basicas, pero en muchas ocasiones no es
necesario recurrir a resolver la integral definida en (4) para obtener la transformada de Fourier
que se busca. En estos casos es suficiente con conocer la transformada de Fourier de algunas
sefales bdsicas y combinar esos resultados con una serie de propiedades que determinan
como se comporta la Transformada de Fourier ante algunas operaciones bdsicas. Por ejemplo,
qué ocurre cuando queremos calcular la transformada de Fourier de una suma de sefales, o
qué le ocurre a la transformada de Fourier de una sefial cuando esta sufre un retardo (o
desplazamiento horizontal) en el dominio del tiempo, o un cambio de escala, etc. En esta
seccion, se hace un repaso de estas situaciones y se estudia cémo aprovechar este
conocimiento para calcular la transformada de Fourier de una nueva sefial a partir de ejemplos
concretos.

2.1.Propiedades fundamentales de la Transformada de Fourier

A continuacién, se presentan las propiedades fundamentales de la Transformada de Fourier.
Como puede observarse, muchas de ellas no son sino el resultado de la particularizacién para
s = j{2 de esa misma propiedad definida para la Transformada de Laplace. Ademas, en varias
de las propiedades, se incluyen ejercicios a modo de ejemplo de aplicacién de dicha propiedad.

2.1.1. Linealidad

Sean x4 (t) y x,(t) dos sefiales analdgicas cualesquiera, tales que:
F
() —— X,(2) (19)

%, () —— X,(0) (20)

La propiedad de linealidad de la Transformada de Fourier consiste en que:

F
a;x1(t) + ax,(t) «—— a; X, () + a,X,(2) (21)

alli donde a; y a, son dos constantes, en general, complejas (a;, a, € C).

Ejemplo 1
Se pide calcular la transformada de Fourier de la sefial signo, ya definida en la ecuacion (11).

Soluciéon
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La sefial signo puede ser vista como un caso particular de la sefial x(t) = e *'u(t), que se
analizo en el apartado 1.5, teniendo en cuenta que:

sgn(t) = lin(l)[e‘“tu(t) —e®yu(—t)] (22)
a—
Aplicando la propiedad de linealidad, tenemos

X(Q) = Flsgn(®)] = F [‘lli_r)r(l)[e‘“tu(t) - e“tu(—t)]]
= (lxi_rg[f'[e‘“tu(t)] — Fle“u(-1)]]

oo (o)

a-0

. F —-at —-jot _ at,, (_ —-jot
lim fe u(t)e tdt fe u(—t)e dt] (23)

:—00 1 . - — 00 ' o
— 1 _ —(a+j2)t _ (a—jo)t
tlxl—I}(l) [ a+j0 [e ]0 a—jf [e ]—00]
i [ 1 ] 2
“abla+io a—jol "o

El resultado obtenido se muestra en la Figura 7:

x(t)

1F
0 = -
) |
0
t(s)
|X (.ﬂ)l
0 L
]
0 (rad/s)
arg(X(2))
7/ 2
0 |- ad
-n/2 -
0
€2 (rad/s)

Figura 7. Representaciones graficas de la sefial signo (arriba) y el médulo (en medio) y la fase (abajo) de su
transformada de Fourier.

2.1.2. Desplazamiento en el dominio temporal (o retardo)
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La propiedad de retardo es una de las mas utilizadas en la practica y relaciona un retardo en el
dominio del tiempo con la presencia de una fase lineal en el dominio de la frecuencia. A
continuacién se presenta un ejemplo para ilustrar mejor esta observacion.

Ejemplo 2

Se pide calcular la transformada de Fourier de un pulso cuadrado de amplitud 1, duraciéon T
segundos y que empiezaent = 0.

Soluciéon

En este ejemplo recurriremos a la transformada de Fourier del pulso cuadrado que hemos
calculado en el apartado 1.5. Alli, en (17), hemos visto que la transformada de Fourier de la sefial
x(t) =TI(t/T) es X(2) = Tsinc(2T /2m). Ese pulso cuadrado es de amplitud 1 y duracién T
segundos, pero empiezaent = =T /2.

Para que el pulso sea tal y como se pide en este ejemplo, necesitamos que x(t) = 0 parat < 0.
Para ello, lo que podemos hacer es simplemente retrasar el pulso original T/2 segundos, de
forma que el pulso comience justo en el instante t = 0.

De esta forma obtenemos el nuevo pulso x'(t) = H((t — T/2)/T). Notese que este nuevo pulso
x'(t) es simplemente una versién retardada del pulso original. Esto es, x'(t) = x(t — T/2).
Sabiendo esta relacién, podemos afirmar entonces que la transformada de Fourier de x'(t) viene
dada a través de la propiedad de retardo por X'(2) = X(2)e /9T/2, Aplicando esta propiedad
tenemos

_jot 0Ty _jer
X'(2) =X(2)e 2z =Tsinc <%)e P (26)

Obsérvese que la transformada de Fourier que hemos obtenido ahora es compleja, a diferencia
de lo que ocurre con la transformada del pulso cuadrado I1(t/T) que hemos visto en el apartado
1.5. En aquel caso, teniamos una sefial real y con simetria par en el dominio del tiempo. Como se
verd mas adelante en el Ejemplo 8, una seiial real con simetria par da siempre lugar a una
transformada de Fourier también real. Es la excepcién al caso general donde la transformada de
Fourier suele ser habitualmente compleja. Al retardar el pulso cuadrado como se pide este
ejemplo, la sefial en tiempo sigue siendo real, pero ha dejado de tener simetria par, con lo cual,
su transformada de Fourier ha dejado de ser real y vuelve a ser compleja, tal y como se puede
observar en el resultado obtenido en (26). En concreto, tenemos que su mddulo y su fase son:

X'(D| =T |sinc (gﬂ (27)
Arg(X' () = —% (28)

Notese también que la fase del pulso cuadrado retardado es completamente lineal en funcién de
la frecuencia £2: es una recta de pendiente —T /2, que resulta ser precisamente el retraso que ha
experimentado el pulso cuadrado en el dominio del tiempo. Ademas de por su utilidad practica,
esta propiedad es muy interesante por lo siguiente: un sistema LIT con una respuesta impulsional
cuya transformada de Fourier presenta una fase lineal es un sistema que introduce un retardo en
el dominio del tiempo, un retardo que viene dado precisamente por la pendiente de esta fase
(ver la seccidon 6 de este mismo mddulo para mas detalles).
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2.1.3. Escalado temporal

Esta propiedad es interesante ya que, en el caso de sefiales en tiempo discreto, es la base para
la propiedad de diezmado. Sin tener que dar el paso a senales en tiempo discreto, un ejemplo
de como aplicar la propiedad de cambio de escala se muestra un poco mas adelante, en la
propiedad de dualidad, como parte del Ejemplo 5.

2.1.4. Derivacion en el dominio temporal

La propiedad de derivacion en el dominio temporal tiene diversas aplicaciones de interés, ya
que la derivada de una sefial estad relacionada con diferentes aspectos practicos como, por
ejemplo, la resolucion temporal con la que puede estimarse el retardo de una sefal (i.e.
cuanto mas grande es la derivada, mejor es la precisidon con la que puede estimarse el retardo
de la sefial), o la demodulacion de sefiales de comunicacion donde el mensaje se ha modulado
en frecuencia (e.g. modulacion FM).

2.1.5. Integracion en el dominio temporal
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2.1.6. Dualidad

La propiedad de dualidad (que no tiene propiedad correspondiente en la Transformada de

Laplace) es muy Uutil a la hora de aplicar transformadas de Fourier ya conocidas al célculo de
transformadas de Fourier de nuevas sefales. A continuacién, vemos varios ejemplos de esto.

Ejemplo 3
Sabiendo que F[§(t)] = 1, écudl es la transformada de Fourier de la sefial x(t) = 1?
Solucion
Partimos de la transformada de Fourier de la delta de Dirac:
5(t) —— 1 (37)
Y ahora aplicamos la propiedad de dualidad y obtenemos lo siguiente:
1 < 2n6(~0) (38)

Como la sefial delta de Dirac tiene simetria par, sucede que §(—2) = §(02), con lo que podemos
reescribir el resultado como:

X(2) = F[1] = 2r8(Q) (39)

Obsérvese que estamos ante un ejemplo de sefial que no cumple con la condicién de existencia
de la Transformada de Fourier (puesto que x(t) = 1 no es absolutamente integrable), pero que,
aun asi, su transformada de Fourier existe y es calculable gracias al uso de la delta de Dirac.

Finalmente, representamos graficamente el resultado obtenido en la Figura 8. Nétese que, de
nuevo (recuérdese el apartado 1.5.3), la transformada de Fourier obtenida es una sefial real, con
lo que su representacion grafica no requiere de distinguir entre médulo y fase:
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t(s)
X(Q)

0
2 (rad/s)

Figura 8. Representaciones graficas de x(t) = 1 (arriba) y su transformada de Fourier (abajo).
Ejemplo 4
Se pide calcular la transformada de Fourier de la sefial escalén unitario: x(t) = u(t).
Solucion

La sefial escaldn unitario puede expresarse a partir de la funcion signo del Ejemplo 1 segun

u(t) = %(1 + sgn(t)) (40)

Aplicando aqui la propiedad de linealidad, tenemos que

1 1 1
X)) =Ful®)]=F [z (1+ sgn(t))] = ETU] + ET[sgn(t)] (41)

Y, finalmente, aplicando los resultados obtenido en el Ejemplo 1y el Ejemplo 3 (recuérdese que,
para obtener este Ultimo, hemos utilizado la propiedad de dualidad), tenemos que

X(2) = Flu(®)] =ns(2) +ji.(2 (42)

De nuevo, estamos ante otro caso de sefial no absolutamente integrable cuya transformada de
Fourier existe y es calculable gracias al uso de la delta de Dirac.

Ejemplo 5

F
Sabiendo que I1(t) «—— sinc(2/2m), écudl es la transformada de Fourier de x(t) = sinc(Bt),
siendo B una constante real positiva?

Solucién

Aplicando la propiedad de dualidad, vemos que de este resultado conocido:
F 0]
I(t) <« sinc <—> (43)
21

obtenemos este otro resultado nuevo:
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oty 7
sinc <E> — 2nl1(—N) (44)

Obsérvese que hemos aplicado la propiedad de dualidad y hemos sustituido, a la derecha de
todo, la variable t por la variable £2, interpretando de forma literal la propiedad de dualidad.

A continuacién, para obtener la transformada de Fourier de sinc(Bt) a partir del resultado
obtenido en (44), vamos a aplicar la propiedad de escalado temporal de la Transformada de
Fourier que, recordemos, establece que

x(at) LN %X <§> (45)

Lo que vamos a hacer es aplicar un cambio de escala y pasar de sinc(t/2m) a sinc(Bt). Notese
que el cambio de escala que necesitamos aplicar consiste en sustituir la variable de tiempo t por
la variable escalada at con a = 2nB. Es decir:

inc(Bt) ) (at) F Znn(—.(2> 2m 1'[< 0 ) 11'[( 0 ) (46)
= —_— —> — — = —_— ] = — _—
swme S\ on | \a /)~ 12nB] \2zB) "B \21B
donde se ha aprovechado, primero, que B es una constante positiva, con lo que |B| = B; v,
segundo, que el pulso cuadrado es una funcién par, con lo que I1(—£2) = I1({2). El resultado final

es, por tanto, el siguiente:

X(2) = F[sinc(Bt)] = lrl 2 (47)
B <27TB

Ademas, sabiendo que 2 = 2rnF, el resultado puede expresarse de forma equivalente en
términos de frecuencia (en Hz), como:

X(F) = F[sinc(Bt)] = ln (g) (48)

B

Ambos resultados se muestran a continuacién en la Figura 9:

1 1 1
-5/B -4/B -3/B -2/B -1/B 0 1/B 2/B 3/B 4/B 5/B
t(s)
X(Q
1/B (, )
U 1
- B 0 B
Q2 (rad/s)
X(F
1/B (u )
0 1
-B/2 0 B/2
F (Hz)

Figura 9. Representaciones graficas de la sefial sinc (arriba) y su transformada de Fourier en unidades de
rad/seg (en medio) y en unidades de Hz (abajo).
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2.1.7. Desplazamiento en el dominio frecuencial

Ejemplo 6

Se pide hallar la transformada de Fourier de una sefial exponencial compleja, e/?0f, |a cual rota
en el plano complejo con una frecuencia angular 2, rad/s.

Solucién

A pesar de ser una sefial periddica, la sefial exponencial compleja tiene una transformada de
Fourier que puede obtenerse a partir de la propiedad de desplazamiento frecuencial, sin
necesidad de hacer ningun calculo adicional. Para ello podemos asumir que, en realidad, la sefial
exponencial compleja es el producto de una sefial constante x(t) = 1 multiplicada por la
exponencial compleja. A partir de (39), sabemos que la transformada de Fourier de una sefial
constante x(t) = 1 es X(2) = 2n§ (). Por lo tanto, aplicando la propiedad del desplazamiento
frecuencial, la transformada de Fourier de una sefial exponencial compleja viene dada por:

Fle/%t] = F[1- e/%t] = 2n5(2 — 0,) (51)

2.1.8. Convolucion

Asi pues, esta propiedad es un resultado muy relevante: la operaciéon convolucion definida en

el dominio del tiempo se convierte en un producto de seiiales en el dominio frecuencial.
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Se pide hallar la transformada de Fourier de un pulso triangular de duracion 2T

t
t — |—=
x© =A(5) =" 7 pera
2T 0
para

Solucion

€ [-T,T]
t¢[-T,T]

(55)

Para hallar la transformada de Fourier es interesante hacer notar que un pulso triangular de
duracion 2T puede verse como el resultado de convolucionar dos pulsos cuadrados de duracion

T, segun:

0= ()= o @)

)

Sabiendo este resultado, es posible hallar la transformada de Fourier del pulso triangular

utilizando la propiedad de convolucién, puesto que

x@ = #[(z)] =72 ) 0 (7)) =70 )= )

=2 E])

(57)

A partir del resultado en (17), sabemos que la transformada de Fourier de un pulso cuadrado de

duracion T viene dada por

[ ()] = roine (7

(58)

0 . .
-10#/T -8«/T -6a/T -4z/T -2a/T 0
(2 (rad/s)
X(F)

27/T  4x/T  6a/T 8x/T 10a/T

0 5 :
ST 4T 3T 2 AT 0 1T
F (H2)

2/T 3T 4T 5/T

Figura 10. Pulso triangular en el dominio del tiempo (grafica superior) y su transformada de Fourier segun
la ecuacidn (59) (grafica central). Ademas, se muestra también la transformada de Fourier expresada en

unidades de Hz, segun la ecuacion (60) (grafica inferior).

Por tanto, el resultado de (57) queda asi:

2

e ) R
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O, equivalentemente, en unidades de Hz:
t
X@Q) = F [A (ﬁ)] — Tsinc2(FT) (60)

La representacion grafica de la transformada obtenida se muestra en la Figura 10.

2.1.9. Modulacion

Es interesante observar que la propiedad de desplazamiento frecuencial (ver subapartado
2.1.7) puede verse como un caso particular de la propiedad de modulacién. La relacion es
directa si se observa que, en (50), el desplazamiento frecuencial no es mas que el producto de
la sefial x(t) por otra sefial y(t), que en ese caso es una sefial exponencial compleja, y(t) =
e/t pyesto que la transformada de Fourier de una exponencial compleja es una delta,
Fle/®t] = 2n8(2 — 0y), el hecho de multiplicar la sefial x(t) por una exponencial compleja
hace que la transformada de Fourier de x(t), X(2), quede convolucionada con 2m8(2 — Q)
y, por lo tanto, sufra un desplazamiento en el dominio de la frecuencia:

iNot] — L JQet _i % it _i * _
Fle/ot] = F[1 - /%] = 27rgr[1] Flelot] = - 218 () * 28 (2 — 0g) )
=218 (2 — 0p)

2.1.10. Teorema de Parseval
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iCuidado! Es incorrecto pensar, a partir del Teorema de Parseval, que F[y*(t)] = Y*(12).

2.2.Simetria de la Transformada de Fourier

Muy habitualmente, conocer las propiedades de simetria que puede presentar la transformada
de Fourier de una sefial x(t) supone una ayuda para comprender la naturaleza de la propia
sefial o para simplificar los calculos en ciertos desarrollos matematicos. A continuacion, se
resumen las principales propiedades de simetria que presenta la Transformada de Fourier.

2.2.1. Simetria hermitica para seiiales reales
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2.2.2. Simetria antihermitica para sefiales imaginarias

Queda propuesto como ejercicio para el lector hallar las consecuencias de esta propiedad en
términos del modulo, la fase, la parte real y la parte imaginaria de X(2).

2.2.3. Conjugacion

2.2.4. Paridad

Globalmente, el conjunto de propiedades definidas en los subapartados 2.2.1-2.2.4 permite

entender la simetria que presentan las transformadas de Fourier de ciertas seiales.
Ejemplo 8

Supongamos que disponemos de una sefial x(t) real y con simetria par. éQué podemos decir
acerca de su transformada de Fourier X(£2)?
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Solucion

A partir de la propiedad de simetria hermitica, sabemos que, si x(t) es real, entonces X(2)
presenta simetria hermitica y, por tanto, X(2) = X*(—). Al mismo tiempo, como x(t) es una
sefial par, la propiedad de conservacion de la paridad nos dice que su transformada X (£2) ha de
mantener la misma simetria par y, por tanto, X(2) = X(—). Juntando ambos resultados
tenemos que X(2) = X*(—£) y, al mismo tiempo, X(2) = X(—), lo cual implica afirmar que
X*(—) = X(—N). Para que esta Ultima relacién se cumpla, la Gnica posibilidad es que X(2) sea
real. Asi pues, llegamos a una importante conclusion: si tenemos una sefal x(t) real y par,
entonces su transformada de Fourier X (2) es también una sefial real y par.
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3. Consideraciones asintoticas de la Transformada de Fourier

Tras una primera toma de contacto con la Transformada de Fourier, es oportuno hacer una
pausa para hacer énfasis en algunas propiedades que el lector quizas ya haya intuido y que
hacen referencia al comportamiento asintético de la Transformada de Fourier. Por un lado, se
ha visto en la seccién anterior que una sefial limitada en tiempo, como es el pulso cuadrado,
tiene una transformada de Fourier que presenta el comportamiento contrario, es decir, que se
extiende a lo largo de todo el eje frecuencial (ver Figura 6). Ahora bien, la amplitud de la
transformada se va haciendo gradualmente mds pequefio a medida que aumenta la
frecuencia. Este efecto no es casual y sera tratado en el apartado 3.1. Este comportamiento es
muy importante, ya que tiene consecuencias, por ejemplo, en el disefio de filtros.

Por otro lado, este mismo comportamiento en frecuencia plantea la duda de hasta qué
frecuencia es necesario considerar para tener una representacion suficientemente fiel de una
sefial. Aunque la representacién en el dominio de la frecuencia se extienda a lo largo de todas
las frecuencias, el hecho de que gradualmente la contribuciéon de las frecuencias mas altas sea
menor, hace pensar que es posible truncar a partir de una cierta frecuencia méxima y limitar la
representacién frecuencial a un ancho de banda limitado. El truncamiento en el dominio de la
frecuencia tiene consecuencias en el dominio temporal que serdn objeto de estudio en el
apartado 3.2, con lo que se conoce como el fendmeno de Gibbs.

3.1.Decaimiento en frecuencia

Una de las observaciones que puede extraerse de las propiedades que se han visto hasta ahora
es que las sefales suaves en el dominio del tiempo llevan aparejadas transformadas de Fourier
que presentan un comportamiento abrupto en frecuencia. Es decir, sefiales suaves en el
dominio del tiempo presentan transformadas de Fourier que decaen rapidamente. Un ejemplo
de sefial suave es la funcién sinc que se analizé en el Ejemplo 5, donde se vio que su
transformada de Fourier viene dada por un pulso cuadrado, el cual presenta una caida muy
rapida y abrupta a medida que la frecuencia aumenta.

Esta observacion no es casual y responde a una relacién entre la «suavidad» de una sefial y la
caida en frecuencia de su transformada de Fourier que puede explicarse a través de los
teoremas de Schwartz y Paley-Wiener. Para cuantificar la suavidad de una sefial, se suele
utilizar como criterio el nimero de derivadas continuas que presenta dicha sefial. Si
denotamos la primera derivada que presenta alguna discontinuidad como la derivada n-ésima,
estos teoremas indican que la transformada de Fourier correspondiente presenta un
decaimiento en frecuencia del tipo 1/2"*1. Por lo tanto, de forma muy simplificada y
eludiendo muchos detalles, podriamos decir que

@)L
im ——— =

No+00 ntl (80)
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para una cierta constante C > 0.
Ejemplo 9
Se pide determinar el decaimiento en frecuencia de un pulso cuadrado.

Soluciéon

En el caso de un pulso cuadrado, la propia sefial ya presenta discontinuidades, con lo cual no es
necesario siquiera derivar, puesto que la primera derivada con discontinuidades podriamos decir que
es n = 0. Segun el teorema anterior, la transformada de Fourier del pulso cuadrado presenta un
decaimiento en frecuencia proporcional a 1/0.

Ejemplo 10
Se pide determinar el decaimiento en frecuencia de un pulso triangular.
Solucion

En este caso, la propia sefal si que es continua, con lo cual podemos calcular su primera derivada.
Ello da lugar a una funcién que es constante en cada vertiente del pulso triangular, pero que
presenta una discontinuidad en el origen. Por lo tanto, la primera derivada con discontinuidades es
n = 1. De esta forma podemos afirmar que la transformada de Fourier del pulso triangular presenta
un decaimiento proporcional a 1/02.

Para ilustrar estos ejemplos, la Figura 11 presenta tres tipos de pulsos con sus derivadas
correspondientes hasta llegar a la primera derivada con discontinuidades. Se presentan los
pulsos cuadrado y triangular, asi como un tercer pulso con un mayor grado de suavidad.

pi(t) pa(t) p3(t)
9/0t {p>(t)} d/ot{ps(t)}
0?0t {ps(t)}
l |

Figura 11. Ejemplo de tres pulsos en el dominio temporal y sus correspondientes derivadas hasta la primera con
discontinuidades. Nétese que el pulso cuadrado, p;(t), ya presenta discontinuidades, con lo cual no es necesario
derivarlo.

Las transformadas de Fourier correspondientes se muestran en la Figura 12, donde puede
observarse claramente la tendencia de decaimiento segin 1/, 1/0? o 1/023 para los tres
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pulsos considerados. De esta forma, se puede visualizar cdmo sucede que, cuanto mas suave
es una sefial en el dominio del tiempo, mas abrupta es su transformada de Fourier.

pi(t) pa(t) ps(t)

1 1 1
05 05 05
° 0 1 ° 0 1 3 0 1
o [P ()] . | P2(€)] 0 |P5(2)]
10 -10 -10
20 20 -20
D 30 -30 -30
40 -40 -40
50 50 -50

10" 10° 10" 102 10" 10° 10" 107 10" 10° 10" 102
Q/2rn Q/2r Q/2rn

Figura 12. Transformadas de Fourier correspondientes a los pulsos de la Figura 11, donde se aprecia claramente
que cuanto mds suave es la sefial en tiempo, mas abrupta es su transformada de Fourier.

3.2.El fenomeno de Gibbs

El fenédmeno de Gibbs estd en cierto modo relacionado con la propiedad de decaimiento
asintético que presenta la transformada de Fourier. Como se ha visto en el apartado anterior,
una sefal suave en el dominio temporal presenta una transformada de Fourier que decae de
forma abrupta. De forma dual, puede afirmarse que una sefal abrupta en el dominio temporal
presenta una transformada de Fourier suave y, por tanto, un contenido frecuencial que se
extiende a lo largo de un conjunto de frecuencias asintéticamente grande. Un ejemplo es el
caso de la sefal escaldn unitario, cuya transformada de Fourier es (ver Ejemplo 4):

1
Flul®)] =n6(2) + — (81)
j0
La discontinuidad del escalén da lugar al término 1/j2 en su transformada de Fourier y este
término se extiende a lo largo de todo el dominio de la frecuencia. Como consecuencia, el
ancho de banda de la sefial escalén unitario es infinito.

Si bien a nivel tedrico es posible considerar sefiales de ancho de banda infinito, en la practica
esto no suele ser asi. La razéon principal es que los dispositivos a través de los cuales
observamos y procesamos sefiales suelen estar limitados a un cierto ancho de banda. Eso hace
que a la salida de estos dispositivos tengamos siempre sefiales de ancho de banda limitado.
Hay casos en los que esta limitacién en banda ocurre de forma involuntaria, como por ejemplo
en el caso de observar una sefial a través de un osciloscopio. Aunque los filtros de entrada de
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estos dispositivos suelen tener un ancho de banda muy grande, del orden de GHz, este valor
es finito y, por tanto, las sefiales de ancho de banda infinito quedan truncadas en frecuencia a
su salida. Hay casos, sin embargo, donde interesa forzar de forma voluntaria que las sefiales de
interés estén limitadas a un cierto ancho de banda. Este es el caso de los sistemas de
comunicaciones inaldmbricas, donde las seiales emitidas por el transmisor han de compartir el
espectro radioeléctrico con sefales de otros sistemas y, por tanto, han de cefiirse a una
ocupacion espectral muy concreta, determinada por el organismo regulador del espectro. Si la
ocupacion espectral excediera de los limites fijados, podria causarse interferencia a otros
sistemas o usuarios que utilizan zonas del espectro radioeléctrico adyacentes.

En estas situaciones, cabe preguntarse: ¢ Cudl es el impacto de limitar en banda una seiial que
originalmente tiene ancho de banda infinito? Como ejemplo, utilizaremos la sefial escalén
unitario, u(t), puesto que, como se ha comentado anteriormente, presenta una
discontinuidad y, por tanto, su ancho de banda es infinito. Para modelar la limitacién en
banda, utilizaremos un filtro paso-bajo ideal cuya respuesta en frecuencia es un pulso
cuadrado que cubre el rango de frecuencias 2 € [-W, W], para un cierto valor de W. Esto es,
un sistema LIT cuya respuesta en frecuencia es la siguiente (mas sobre la respuesta frecuencia
de sistemas LIT en la seccidon 6 de este mismo modulo):

HQ) =1 (%) (82)

Aprovechando el resultado del Ejemplo 5, sabemos que este filtro paso-bajo ideal posee la
respuesta impulsional siguiente:

h(t) = 2Bsinc(2Bt) (83)

siendo B = W /2m el ancho de banda del filtro expresado en Hz. Asi, la respuesta a una sefial
escalén unitario de este filtro paso-bajo es una sefial escalén limitada en banda:

o)

up(t) = ut) *h(t) = f u(t — 1)2Bsinc(2BA)dA (84)

—00

El resultado se muestra en la Figura 13 para tres anchos de banda diferentes, donde puede
verse como la principal caracteristica del escalon limitado en banda es la aparicion de un
rizado en la vecindad de la discontinuidad.

Este rizado presenta varios aspectos interesantes. El primero de ellos es que a medida que el
ancho de banda aumenta, el rizado se comprime hacia la discontinuidad y tiende a hacerse
imperceptible. Como consecuencia de ello, a medida que se aumenta el ancho de banda, el
escaldn filtrado tiende a parecerse mas al escaldn original.

El segundo aspecto es que el exceso de amplitud debido al rizado (algo que inglés se conoce
como overshoot) se mantiene constante independientemente del ancho de banda.
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Figura 13. llustracion del fendmeno de Gibbs para una seiial escalon, en el caso de limitar su transformada de
Fourier a un ancho de banda W, 2W y 10W.

Este exceso de amplitud aparece en el instante toy.(B) = 1/2B y su valor viene dado por:

1
2B

2Bsinc(2BA)dA

1
Up(texc(B)) = | u (— - A) 2Bsinc(2BA)dA =

2B

El%\

(85)

sinc(B)df = 1.09

I
f

— 0o

Como se ve en (85), el resultado no depende del ancho de banda: es constante. Esto puede
parecer raro, pues es légico pensar que, si el ancho de banda es lo bastante grande, el escalén
limitado en banda tendria que converger al escalén ideal y el exceso de amplitud deberia
desaparecer. Si bien esto es cierto, cabe remarcar que la condicidn solo se cumple en el limite
{W,B} — oo. En tal caso, gl_r)rolo texc(B) = 0y el instante de tiempo del exceso de error coincide

con el instante de la transicidn del escaldn. Si esto se cumple, el escaldn filtrado toma el valor:

[*] 0
u,(0) = f u(—A)2Bsinc(2BA)dA = fZBsinc(ZBl)dl = 0.5 (86)

Este valor coincide con el punto medio de la transicion del escalén. Este es exactamente el
mismo valor que presenta el escaldn ideal en la transicidn, con lo cual tenemos que el escalén
limitado en banda y el escaldn ideal coinciden, pero Gnicamente para {W, B} — oo,

Este fendmeno es conocido como el fendmeno de Gibbs, en honor al matematico Josiah W.
Gibbs, que investigd este efecto y dio justificacion al mismo en el afio 1899, y muestra la
dificultad de reproducir el comportamiento de una sefial discontinua mediante una sefial de
ancho de banda limitado.
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4. Transformada de Fourier de sefales periodicas

Hasta aqui se ha considerado que las sefiales temporales sobre las que se calcula la
transformada de Fourier son sefales aperiddicas. Ello permite centrarse en las propiedades de
la transformada de Fourier, asi como en la relaciéon entre el tiempo y la frecuencia. A
continuacién, se da un paso mas considerando sefiales que son periddicas en el dominio del
tiempo. El objetivo es describir cdmo las herramientas presentadas hasta ahora pueden ser
utilizadas igualmente para obtener la transformada de Fourier correspondiente.

Para ello se presenta en el apartado 4.1 cdmo una sefal periddica cualquiera puede ser
obtenida a partir de la repeticion de una sefial aperiddica. Ello permite obtener la
transformada de Fourier de una sefial periédica a partir de la transformada de Fourier la sefial
aperiédica que la forma y de las propiedades de dualidad y modulacién presentadas,
respectivamente, en los subapartados 2.1.6 y 2.1.9 de este mismo mddulo. Posteriormente, se
presenta una forma alternativa de calcular la transformada de Fourier de una sefial basica
basada en la observacién siguiente: toda sefial peridédica puede descomponerse como el
resultado de la suma ponderada de sefiales sinusoidales a frecuencias multiplo de la frecuencia
fundamental de la sefial periddica. Esta descomposicién se conoce como Serie de Fourier y es
el objeto de estudio del apartado 4.2.

4.1.Interpretacion de senales periddicas como repeticion de una seiial
aperioddica

Como ya sabemos, una sefial periddica x, (t) cualquiera puede expresarse como la repeticion
cada T segundos de una cierta sefial basica de duracién finita x;(t). En tal caso, T es el
denominado «periodo fundamental» de x,(t) y acostumbra a decirse que x,(t) es el
resultado de la «extension periddica de periodo T» de xp(t). Si, ademas, la duracién de x;, (t)
es menor o igual que T (que suele ser lo habitual), entonces x}, (t) coincide con el denominado
«periodo bésico» de x,(t). Es decir:

[o0]

X, () = Z % (t — kT) (87)
k=—o00
Asimismo, también sabemos que, gracias a las propiedades de la operacion convolucién, esta
extensién periddica de una sefal bdsica puede obtenerse mediante una convolucion. En
concreto, la sefial periddica x,(t) de periodo T es el resultado de la convolucion de la sefial
basica x;, (t) con un tren de deltas de Dirac de periodo T (el cual ya es en si mismo una sefial
periddica resultante de la extensidn periddica de periodo de T de una delta de Dirac):

[o0]

X, () = Z 2y (t = KT) = x, (£) * z 5(t — kT) (88)

k=—o00 k=—c0



Universitat Oberta de Catalunya 39 Sefiales y sistemas | (Mddulo 5)
(uoq) La Transformada de Fourier

Este resultado es ilustrado en la Figura 14:

(1) * i 3(t = kT) = Tp(t)
k=—o00
Lo e ea e
0 -T 0 T =T 0 T

Figura 14. Interpretacion de una seiial periddica de periodo T como el resultado de la convoluciéon de una seiial
basica con un tren de deltas de periodo T.

Esta interpretacion permite calcular la transformada de Fourier de una sefal periddica de
forma muy sencilla, aprovechando las propiedades de la transformada de Fourier que se han
visto anteriormente, asi como la existencia de la funcidén delta de Dirac. La clave reside aplicar
directamente la Transformada de Fourier sobre la convolucién expresada en (88). Puesto que
tenemos la convolucidon entre dos sefiales, podemos aprovechar la propiedad de convolucién
de la Transformada de Fourier (ya presentada en el subapartado 2.1.8 de este mismo mddulo)
y obtener la transformada de Fourier de x,(t) como el resultado del producto de las
transformadas de Fourier de x;,(t) y del tren de deltas de periodo T:

Z 5(t — kT)

k=—c0

X,(2) = Flx, (0] = Flxp (O] - (89)

Por un lado, denotamos la transformada de Fourier de la sefial basica segin X, (2) = F[x;, (t)]
y, por otro lado, en lo que respecta al tren de deltas, tenemos que:

z 5(t — k)| =

k=—o00

o

z FIS(t — kT)] = Z o _ 2N 5((2—2’;—") (90)

k=—0o0 k=—o0

Para resolver el ultimo paso de (90) se ha hecho uso de la férmula de Poisson. Aclarado lo cual,
tenemos que la transformada de Fourier de una sefial periddica puede obtenerse como:

2nk> (91)

X,@) = X () % i 5(n -2k

k=—o0

Este resultado es interesante porque muestra de forma muy clara que una sefial periddica en
el dominio del tiempo da lugar a una transformada de Fourier «discretizada» en el dominio
frecuencial, ya que esta formada uUnicamente por un conjunto de deltas de Dirac
equiespaciadas en frecuencia. Es decir, reescribiendo (91), tenemos que:

B =5 3. 1 (F)o(a-5) o

Ejemplo 11

Se pide hallar la transformada de Fourier de la sefial periddica xp(t) gue se muestra en la figura a
continuacion, allidonde T = 2A:



Universitat Oberta de Catalunya 40 Sefiales y sistemas | (Mddulo 5)
(uoq) La Transformada de Fourier

=27 -T 0 T 2T

Figura 15. Seial periddica cuadrada de periodo fundamental T = 2A.

Solucion

Observamos que se trata de una sefial periddica de periodo T, resultante de la extension
periddica de periodo T de la sefial basica x;, (t) = I1(t/A), que es un pulso cuadrado de duracién
A:

(o] t (o]

%, (£) = x, (£) * Z 5(t —kT) =TI <Z) . Z 5(t — kT) (93)
k=—o0 k=—o0

Puesto que la duracién de x,,(t) no es superior al periodo fundamental de x,(t) (es decir, puesto

que A <T), x,(t) resulta ser el periodo bésico de x,(t) y define lo que habitualmente se

denomina su «forma de onda».

Aplicando la transformada de Fourier en (93), tenemos que:

kio 5(t—kT)| = F [n (%)] T

X (@) = X,(2) - F

k;o 8t — kT)l

(94)
Asi (QA) 21 Z 5 (Q an)
= Asinc ) T 4 T
Este ultimo resultado puede expresarse también de este modo:
2mA ~ Ak 21k
X,(0) = Tk_ sinc <7) ) <.Q - T) (95)

Las representaciones graficas de las sefiales involucradas en (93)-(95) se muestran en la Figura
16.

Asimismo, es interesante observar a partir de (95) que, en caso de tener A = T, entonces resulta
que sinc(Ak/T) = sinc(k). Puesto que la funcién sinc toma los valores

1si k=0

sinc(k) = {0 G k=0 (96)
con k € Z, sucede que la transformada de Fourier de (95) se convierte en
<N k
X,@)|,_ = 2n Z sinc(k)8 (Q - ?> — 216(0) (97)

k=—00

Este dltimo resultado es coherente con el hecho de que, para A =T, la sefial x,,(t) se convierte
en una sefial constante de amplitud 1: xp(t)|A_T = 1. Siendo ahora una sefal constante, su

transformada de Fourier se corresponde con una delta de Dirac, tal y como ya vimos en (39) y en
la Figura 8.
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Figura 16. Sefal cuadrada periddica (grafica superior) y su transformada de Fourier (grafica inferior). Las
dos graficas intermedias muestran respectivamente las transformadas de Fourier de las dos seiales
intermedias que se han utilizado: la transformada de Fourier de la sefal basica y la transformada de
Fourier del tren de deltas de Dirac.

4.2.Relacion entre la Transformada de Fourier y la Serie de Fourier

Si x,,(t) es una sefial periédica de periodo fundamental T y cumple las condiciones de Dirichlet
dentro de un periodo, entonces puede descomponerse segun la siguiente serie:

a
xp(t) = 70 + Z a, cos(nyt) + Z b, sin(nyt) (98)
n=1 n=1

alli donde 2, = 2m/T es la frecuencia fundamental de x, (t) expresada en rad/seg y donde
los coeficientes ay, {an}n=1 Y {Pn}ne1 S€ Obtienen segun:

a+T

2
ap, = Tf x, (t)dt (99)

a
a+T

a, = ; f x, (t) cos(nfy) dt (100)

a
a+T

b, = ; f x, (t) sin(nfy) dt (101)

a

siendo a un offset temporal que puede fijarse segln convenga para hacer mas facil la
integracion. Por defecto, se puede fijar a = 0.
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Esta descomposicidn es conocida como la Serie de Fourier? de x, (1).

Ademas, sabemos que las sefales seno y coseno estdn relacionadas con la seial exponencial
compleja a través de la férmula de Euler, con lo cual tenemos que:

1, . .
cos(nyt) = 3 (/2 4 g=Jnidot) (102)

1, . .
sin(nf2yt) = 2—j(e’"90t — e~ /not) (103)

Sustituyendo estas expresiones en la serie de Fourier de (98), obtenemos que:

x. (t +Z e]nﬂot +e —jngt +Z e]nﬂot —]nﬂot

= _0 Z (an J n) e/n2ot | Z (M) —jnfgt
2

Este ultimo resultado puede expresarse de forma compacta, dando lugar a la expresion del

(104)

desarrollo en Serie de Fourier mediante exponenciales complejas:

xp(t) = Z c,e/™t (105)
n=—oo
alli donde los coeficientes c,, vienen dados por:
a, —jb
L 2] = para n>0
aTL
Cp = > para n=0 (106)
a, +jb
nT]n para n<0

El resultado obtenido en (105) muestra de forma muy clara el hecho de que la transformada
de Fourier de cualquier sefial periddica resulta ser una sefial «discretizada» en el dominio
frecuencial, puesto que:

Xp(Q) = Fx, (O] = F cnef"%f] = Z cpF[e/n o] (107)
n=-—oo n=—oo
Por tanto:
X,(2) = 21 Z €, 8(Q —nf2y) (108)
n=-—oo

2 El lector interesado puede encontrar una resefia histdrica sobre el descubrimiento de la Serie de Fourier y los
personajes que intervinieron en ella en (Oppenheim, Willsky, & Nawab, Signals & Systems, 1996, pags. 162-166).
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Si ahora comparamos (108) con (92), vemos que los coeficientes ¢, de la serie de Fourier de
x,(t) guardan una estrecha relacién con la transformada de Fourier del periodo bésico de

xp(0):

1 21 1
Cn = 7 X (?Tl> = 7Xp (o) (109)
con lo que:
" a+T
=7 f x(t)e It gt (110)
a

De esta forma, se confirma que el procedimiento presentado en el apartado 4.1 es equivalente
al presentado ahora en el apartado 4.2 en términos de la Serie de Fourier. Para reforzar esta
afirmacion, el siguiente ejemplo muestra como obtener la transformada de Fourier de la seiial
periddica utilizada en el Ejemplo 11. Como se vera, ambos resultados son idénticos.

Ejemplo 12

Se pide hallar la transformada de Fourier de la sefial periddica x,,(t) del Ejemplo 11 utilizando la
Serie de Fourier.

Solucion

De entrada, ya sabemos que la transformada de Fourier que buscamos tendrd la siguiente
expresion:

[oe]

X,(2) = Flx,(8)] = 2m 2 ¢, 8(Q = niy) (111)

n=—oo

donde 2, = 2m/T (puesto que el periodo fundamental de x,(t) es T) y donde la Unica incégnita
son los coeficientes c,, cuyos valores pueden obtenerse a partir de la ecuacién (110):

a+T
1 .
cp = ?J x(t)e I™Motdt (112)
a
El offset temporal a lo fijaremos por comodidad en « = —T /2, ya que, de esta forma, la integral

nos quedara centrada en el origen. En este caso, la integral que buscamos no es mas que la
transformada de Fourier de un pulso cuadrado de duracidon A, evaluada a las frecuencias
discretas 2 = n{l,. Esto es:

T/2

Cp == f x(t)e ™Mot dt =

10ty
_ _) p—inet 113
. - f n( A)e dt (113)

-T/2 —oo

A partir de (17), conocemos la transformada de Fourier de un pulso cuadrado de duracién A:

F [H (g)] = Asinc (%) (114)

con lo que los coeficientes de la serie de Fourier que buscamos resultan ser:
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_ 17’[H<t)] A <n!20A)
Cp = T Y] = Tsmc - (115)

Sustituyendo estos coeficientes en la expresion de la serie de Fourier en (111) y teniendo en
cuenta que 2, = 2r/T, la transformada de Fourier que buscamos resulta ser:

X,() = @ i sinc <A7n> o) (.(2 — Z%n) (116)

n=-—oo

Notese que este resultado coincide con el obtenido en (95), confirmando que ambos
procedimientos para calcular la transformada de Fourier de una sefal periddica son equivalentes.
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5. Resumen de resultados y propiedades de la transformada de
Fourier

Para calcular la transformada de Fourier de una sefial es siempre importante recordar dos
cosas:

1. Lastransformadas de Fourier de ciertas sefiales tipicas.
2. Las propiedades de la Transformada de Fourier.

Ello es debido a que una sefial puede expresarse habitualmente como combinacion de otras
sefales ya conocidas. Por lo tanto, si conocemos de antemano las transformadas de Fourier de
esas sefiales tipicas, podemos encontrar la transformada de Fourier que buscamos de forma
mucho mas directa y sencilla, ahorrandonos el calculo paso a paso de la ecuacion de andlisis
definida en (4). Ademas, también es muy habitual que esta combinacion de sefiales de la que
estamos hablando implique transformaciones de las sefiales tipicas implicadas directamente
relacionadas con las propiedades de la Transformada de Fourier.

Por ejemplo: si buscamos la transformada de Fourier de una sefial que es producto de otras
dos, la propiedad de modulacién nos indica que el producto en el dominio del tiempo se
corresponde con la convolucion en el dominio de la frecuencia, de manera que ya sabemos
gue la transformada de Fourier que buscamos es la convolucidn de las transformadas de
Fourier de las sefiales que se estan multiplicando. Si conocemos de antemano cada una de
estas transformadas de Fourier, ya tenemos la solucién: la transformada de Fourier que
buscamos es la convolucién de estas dos transformadas de Fourier ya conocidas. Nos hemos
evitado, por tanto, tener que pasar por la ecuacion de analisis de la transformada de Fourier y
hemos podido encontrar la solucidon de forma sencilla utilizando resultados conocidos.

El objetivo de esta seccidn es resumir estos resultados ya conocidos, es decir: las
transformadas de Fourier de sefales tipicas (apartado 5.1) y las propiedades de la
Transformada de Fourier (apartado 5.2).

5.1. Tabla-resumen de transformadas de Fourier de sefales tipicas

A continuacidn se presenta un resumen de diversas sefiales tipicas y sus correspondientes
transformadas de Fourier. En muchos casos, se trata de resultados que provienen de la
aplicacion de las propiedades de la Transformada de Fourier presentadas en la seccién 2.

Senial tipica x(t) X(2)
Exponencial compleja e/t 2n5(02 — 02,)
Coseno cos(yt) n(é‘(!) —0y)+ 60+ [20))

i3
Seno sin(,t) 7 (602 —029) — 6(2 + 02))
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Constante A 2mAS5(2)
Delta de Dirac 6(t) 1
1
Escaldn unitario u(t) ]6 + nd(2)
Exponencial por escalén e *u(t) !
a+ ji
) 2
Signo sgn(t) —
t
Pulso cuadrado I (—) Tsinc (ﬂ)
T 2m
Pulso triangular A( ‘ ) Tsinc? or
& 2T sine (2 )
Sinc sinc(Bt) (2 )
2n
Tren de deltas z 6(t —nT) ( —gn )
n=-—oo n=-—oo
. o . 2m < 21 21
Sefial periddica genérica | x,(t) = Z xp(t —kT) | — Xy (—n) ) (.(2 - —n)
. T T T
=—00 n=-—oo

Tabla 1. Transformadas de Fourier de sefiales tipicas, para X(2) = F[x(t)]; 2¢,a,T,B € R,conT,B > 0; A € C.

5.2.Tabla-resumen de propiedades de la Transformada de Fourier

A continuacion se presenta un resumen de las principales propiedades de la transformada de

Fourier, ya presentadas en la seccion 2.

Propiedad Definicidn
k - k
Linealidad Zaixi(t) «— ZaiXi(-Q)
i=i i=i

Desplazamiento temporal

F .
x(t —ty) «— X(2)e /%

Escalado temporal

x(at) <i> %X (g)

Derivacion en el dominio temporal d);(tt) <i> JjNX(2)
t
Integracion en el dominio temporal f x(A)dA <—> nX(0)6(N) + %
J
. F
Dualidad X(t) «— 2nmx(—0)
Desplazamiento frecuencial x(t)elt N X - 02y)
- F
Convolucién x(t) *y(t) «— X(Q)y(2)
, 1
Modulacién x(O)y(t) «— gX(.Q) *Y ()
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oo 1 [0.0)

Teorema de Parseval f x(O)y*(t)dt = o f XY *(2)dn

T
Simetri <l | () seftal |X ()| sefial par
=
imetria para sefiales reales x(t) senal par QIrg(X(.(Z)) sefial impar
Paridad x(t) sefial par = X () sefal par

x(t) sefial impar = X () sefial impar

Tabla 2. Principales propiedades de la Transformada de Fourier, alli donde X(2) = F[x(t)], Y(2) = Fly(v)];
a; € Cparatodoi € {1, ..., k}; ty,a, 2, € R.
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6. Caracterizacion de sistemas LIT analdgicos mediante la
Transformada de Fourier

En la seccion 1 de este mddulo se establecid la relacion existente entre la Transformada de
Fourier y la Transformada de Laplace. Como ya vimos en el médulo anterior, la Transformada
de Laplace es ampliamente utilizada en el analisis de sistemas analdgicos LIT, ya que permite
analizar la relacion entre la entrada y la salida de un sistema a través de una operacién sencilla.
En particular, a través del producto entre la transformada de Laplace de la sefial de entrada y
la denominada funcion de transferencia del sistema. Dicha funcién de transferencia es la
transformada de Laplace de la respuesta impulsional del sistema y caracteriza completamente
al sistema, tal y como lo hace también la respuesta impulsional.

El objetivo de esta seccién es presentar cdmo el mismo procedimiento puede llevarse a cabo
mediante la Transformada de Fourier, estableciendo el paralelismo entre la funcion de
transferencia y la respuesta frecuencial de un sistema (apartado 6.1) y entre la convolucion
temporal y el producto frecuencial (apartado 6.2). Finalmente, en el apartado 6.3 se introduce
el concepto de filtro en frecuencia y se presentan algunos ejemplos habituales en la practica.

6.1.La relacion entre la funcion de transferencia y la respuesta en
frecuencia

En el mdédulo anterior, se estudid cédmo la Transformada de Laplace permite expresar la
relacion entre la entrada y la salida de un sistema LIT mediante la funcién de transferencia del
sistema. Y al principio del presente mddulo, en (1), hemos visto que, para el caso particular en
el que la sefial de entrada es de tipo exponencial compleja, x(t) = e5¢ con s € C, la sefial de
salida del sistema, y(t), es igual a la entrada ponderada por un factor de escala H(s). Esta
sefial H(s) de variable compleja es justamente la funcidon de transferencia del sistema, es
decir, la transformada de Laplace de la respuesta impulsional h(t):

y(t) = eSt x h(t) = f h()est-Dgd) = est f h(L)e 5AdA = eStH(s) (117)

H(s)

También es posible obtener un resultado analogo a este mediante la Transformada de Fourier,
puesto que, como ya sabemos, esta no es mas que la Transformada de Laplace particularizada
para s = jf). Asi pues, particularizando (117) para s = jf2, tenemos que la sefial de entrada se
convierte en una sefial exponencial compleja a una cierta frecuencia (2 y que la sefial de salida
es esa misma exponencial compleja ponderada por un factor de escala H(f2), que no es mas
que la respuesta del sistema a una cierta frecuencia (2. Es decir:
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y(t) = e/ x h(t) = f h()e/2t=Ngy = ejt f h(A)e 122 d) = eIt H(0) (118)
H()

El conjunto de respuestas del sistema H(f2) correspondiente al conjunto de frecuencias
0 € (—oo,0) es denominado la respuesta en frecuencia del sistema y es el resultado
de la transformada de Fourier de la respuesta impulsional del sistema. Esto es:

|H(2) = F[h®)]| (119)

Como toda transformada de Fourier, la respuesta frecuencial H(f2) es, en general, una sefial
compleja, como también lo es, en general, la funcién de transferencia H(s) en el dominio de
Laplace. Ahora bien, mientras H(s) es una sefial compleja de variable compleja, H({2) es una
sefial compleja de variable real. Ambas respuestas estan intimamente relacionadas, puesto
gue, como ya se ha comentado, la Transformada de Fourier no es mas que la Transformada de
Laplace particularizada para s = j.

En general, como ya vimos en el apartado 1.4 del presente médulo, la condicién de existencia
de H(2) puede expresarse en términos de la naturaleza de H(s): sila ROC de H(s) incluye el
eje imaginario del plano s (es decir, s = jR2), entonces existe H({2). Recuérdese que esta
condicidon de existencia es suficiente, pero no necesaria. Y obsérvese también que esta
condicidn de existencia de la Transformada de Fourier coincide justamente con la condiciéon
(en este caso, necesaria y suficiente) que cumple todo sistema LIT estable, a saber: un sistema
LIT es estable si y solo si la ROC de su funcién de transferencia incluye el eje imaginario del
plano s.

Por lo tanto, podemos concluir que todo sistema LIT estable tiene respuesta en frecuencia, si
bien hay sistemas LIT no estables cuya respuesta en frecuencia también es calculable. De este
modo, si H(s) es la funcién de transferencia de un sistema LIT estable, entonces la respuesta
en frecuencia H(f2) de dicho sistema es tal que:

H(2) = H(s)ls=ja (120)

Esta relacién tan directa entre H(2) y H(s) permite establecer, en particular, una conexién
también muy directa entre entre los polos y ceros de H(s) y la forma de H({2). Para ilustrar
mas detalladamente esta conexidn, se plantea el siguiente ejemplo.

Ejemplo 13

Consideremos un sistema estable cuya funcion de transferencia viene dada por

H(s) ! (121)
S) =

s+a
con a > 0. Se pide analizar cdmo el polo que esta funcidén de transferencia presenta en s = —«a

afecta a la respuesta en frecuencia del sistema.
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Solucion

De entrada, puesto que el sistema es estable, ya sabemos que esta H(s) es la funcién de
transferencia de un sistema LIT cuya respuesta impulsional es una sefial exponencial multiplicada
por un escaldn unitario:

L 1
h(t) = e ®u(t) «—— H(s) = ——, Re(s) > —«a (122)
s+a
Obsérvese que la ROC definida en (122) es la regién del plano s que queda a la derecha de la
recta Re(s) = —a. Por tanto, dado que a > 0, esta ROC incluye el eje imaginario del plano s
(condicion de estabilidad del sistema).

Asi pues, ya sabemos que la respuesta frecuencial de este sistema es calculable y que podemos
obtenerla particularizando su funcién de transferencia para s = j:

1

H(Q2) = H(s)|s=jo “ta

(123)
Notese que esta expresidn coincide con la hallada en el subapartado 1.5.2 para la transformada
de Fourier de una sefial exponencial multiplicada por un escalén, cuya representacién grafica
quedd mostrada en la Figura 5.

Por lo tanto, el comportamiento de la respuesta frecuencial H(f2) se puede inferir en base al
comportamiento de la funcién de transferencia H(s) a lo largo del eje imaginario puro (es decir,
en s = j2). Vemos en (121) que toda la informacion de H(s) estd contenida en su denominador
(i.e. se trata de un sistema «todo polos»), al cual denominaremos D(s), con lo que:

1
Hs)=—— = D(s)=s+a«a 124
) =55 = PO (124)
Ahora, este denominador D(s) puede ser interpretado como un vector en el plano complejo (i.e.
el plano s). Esto es, D(s) es el vector que va desde el punto del plano (—a, 0), que es donde esta
situado el polo, hasta un punto arbitrario s del plano complejo. Es, por tanto, un vector que
apunta en la direccién s + a del plano, puesto que la diferencia entre s y (—a, 0) es justamente
s+ a:

s—(-a,0) = (ERe(s),Sm(s)) —(—a,0) = (iRe(s),Sm(s)) +(a,0)=s+a (125)

Como sabemos, la respuesta frecuencial H(£2) es una sefial compleja, por lo que tenemos que
distinguir entre su mddulo y su fase. En lo que respecta al médulo de H(£2), tenemos que:

1 1
|[HQ)| = —— =— 126
DO,y iR+ al (126)
Es decir, el mddulo de la respuesta frecuencial es la inversa del mddulo del vector D(s) cuando
este es evaluado a lo largo del eje imaginario (i.e. de s = jf2). La Figura 17 muestra la forma que
toma el vector D(s) en el plano complejo para:

e s=0 (ie. 2 =0): puede observarse que, en este caso, el médulo del vector D(0) es
igual a , con lo que el médulo de la respuesta frecuencial resulta ser |H(0)| = 1/a.

e s=+ja(ie 2 = +a):eneste caso, |D(+ja)| = V2a, con lo que |H(+a)| = 1//2a.

e s — joo(ie 2 — ©):y,en este caso, |[D(joo)| — oo, con lo que |H(0)| — 0.
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Notese que estos tres valores coinciden, de hecho, con los que se pueden observar en la Figura 5
del subapartado 1.5.2.

Figura 17. Representacion del denominador de la funcién de transferencia, denotado como D(s), como
un vector en el plano complejo s.

Estos resultados corresponden al caso en que el polo del sistema se situa en s = —a. Si el polo se
acercara al origen (es decir, a medida que el valor de a disminuye y se acerca a 0), en la Figura 17
veriamos que el médulo del vector D(j2) se volveria mucho mas sensible a variaciones de la
frecuencia 2: |D(j2)| seria muy pequefio para £2 = 0 y rapidamente creceria a medida que 2
aumentara. Ello indica que situar el polo cerca del origen provoca cambios abruptos en la
respuesta frecuencial. Si, por el contrario, el polo se alejara del origen (es decir, a medida que el
valor de &« aumenta y se aleja de 0), veriamos que el médulo del vector D(j2) seria poco sensible
a variaciones de la frecuencia 2: |D(j2)| seria grande ya para 2 = 0 y solo creceria ligeramente
a medida que {2 aumentara. Ello sugiere que situar el polo lejos del origen provoca cambios
suaves en la respuesta frecuencial.

6.2.Interpretacion frecuencial de la seiial de salida de un sistema LIT

Tal como ya se ha visto en la propiedad de convolucién de la Transformada de Fourier (ver
subapartado 2.1.8), la salida de un sistema LIT viene dada por el producto entre la
transformada de Fourier de la sefial de entrada y la respuesta frecuencial del sistema. Es decir:

y(6) = x(0) * h(t) — Y(Q) = X(Q)H®) (127)

Utilizando este mismo resultado, puede verse que, dadas la transformada de Fourier de la
entrada, X(2), y de la salida, Y(2), la respuesta frecuencial del sistema, H(2), puede
obtenerse segun:

H(2) = —= (128)

para aquellas frecuencias en que el denominador no se anule. Por tanto, trabajar en el
dominio frecuencial permite hacer facilmente algo que puede no ser tan sencillo trabajando en
el dominio temporal: obtener la respuesta frecuencial de un sistema excitando dicho sistema
con una sefial particular y observando la salida del mismo. A tal fin, suelen utilizarse sefiales de
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entrada cuya transformada de Fourier, X(2), sea diferente de cero para toda frecuencia
(como ocurre, por ejemplo, con la sefial x(t) = §(t)). Obsérvese a continuacién el siguiente
ejemplo, que ilustra este hecho y que, ademads, permite introducir también una nocidn
esencial en la teoria de sefales y sistemas: el concepto de filtro.

Ejemplo 14
Tenemos la sefial

x(t) = B;sinc(B;t) (129)
en la entrada de un sistema LIT con respuesta impulsional

h(t) = B,sinc(B,t) (130)
siendo B; < B,. Se pide hallar la sefial de salida del sistema.
Solucion

Hallar la sefial de salida de este sistema trabajando en el dominio temporal implicaria calcular la
siguiente ecuacion de convolucion:

y(@) =x(t) xh(t) = f h()x(t — A)dA

(131)

(o0}
= B;B, f sinc(B;A)sinc(B,(t — 1))dA
—0o0
Resolver la integral no es para nada trivial, teniendo en cuenta que sinc(x) = sin(mwx) /mx. Una
alternativa interesante, pues, pasa por interpretar el problema en el dominio de la frecuencia y
hallar la sefial y(t), del modo siguiente:

y(®) = FYF[x(0) * h(©)]] = FHFIxOIF[A©®)]] = FUX@QHW@)]  (132)

Para ello, necesitamos obtener las transformadas de Fourier X(2) = F[x(t)] y H(2) = F[h(t)].
A partir de los datos del enunciado y recordando la transformada de Fourier de la funcién sinc
obtenida en (47), tenemos que:

X(Q) = B, F[sinc(B,t)] = I ( Z:Bl) (133)
H(Q) = B,F[sinc(B,)] = Il ( Z:B ) (134)

Por tanto:

y@® =7~ [H (27?3) f (Z:B)] =7 [H <27fBl) f (2332)]

=F1 [H (Z:B )] = B,sinc(B,t)

(135)

Como vemos, la sefial de salida y(t) es igual a la respuesta impulsional del filtro.
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Este hecho, que de entrada no es nada intuitivo, puede comprobarse a partir de las
representaciones graficas de las sefales implicadas, que se muestran en la Figura 18:

z(t) X(9)
1
B,
0
H " . " " . . " - . . 0 “
-1/B, 1/B, -B, 0 B,
h(t) H(Q)
% 1
0
- A i - A o "
-1/B, 0 1B, -B, 0 B,
y(t) Y (Q)
82 1
0
0
-1/B2 0 1/B2 -82 0 82
t(s) Q (rad/s)

Figura 18. (lzquierda, de arriba a abajo) Seial de entrada, respuesta impulsional y sefial de salida.
(Derecha, de arriba a abajo) Transformada de Fourier de la sefial de entrada, de la respuesta impulsional y
de la seiial de salida. N6tese que todas las sefiales que se muestran son reales y de simetria par, con lo
cual sus transformadas de Fourier son también reales y de simetria par.

Como puede verse en la parte derecha de la figura, tanto la respuesta frecuencial de la sefial de
entrada como la del sistema son completamente planas. La respuesta frecuencial del sistema es,
sin embargo, mas estrecha, con lo que, al multiplicarse ambas, esta ultima acaba predominando.
Este fendmeno es la base del concepto de filtrado: los filtros son sistemas LIT estables tales
que, idealmente, su respuesta frecuencial cancela ciertas frecuencias mientras que deja pasar
intactas otras frecuencias. Notese que, desde un punto de vista conceptual, este
comportamiento ya podia anticiparse a partir el Teorema de las autofunciones. Sea como sea, en
el caso que nos ocupa en este ejemplo, vemos que H({) cancela todas las frecuencias tales que
|2] > B,, mientras que solo deja pasar las frecuencias tales que |2| < B,. Puesto que el sistema
deja pasar UuUnicamente las frecuencias bajas, menores que una cierta frecuencia B,,
habitualmente denominada frecuencia de corte, este tipo de sistema se denomina «filtro paso-
bajo». Mas detalles sobre esta cuestidon serdn presentados a continuacién, en el apartado 6.3 de
este mismo mdédulo.

Vemos, pues, que, en el dominio frecuencial, como también pasaba en el dominio de Laplace,
encontrar la respuesta de un sistema a partir de las sefiales de entrada y salida es mucho mas
facil que en el dominio del tiempo, donde, para hacer esto, es necesario invertir la operacidon
de convolucion.

Este mismo principio que permite obtener la respuesta en frecuencia a partir de una sefal de
entrada y otra de salida puede aplicarse también a sistemas LIT cuya relacién entrada-salida es
una ecuacién diferencial lineal de coeficientes constantes:

N M
d*y(t) d*x(t)
Qg = ) g (136)

k=0 k=0
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En este caso, es posible aplicar la Transformada de Fourier en ambos lados de la igualdad y
aplicar las propiedades de linealidad y derivacién en el dominio del tiempo presentadas en los
subapartados 2.1.1y 2.1.4, respectivamente:

i dy®]
U~ gk

k=0

?‘

k
[yt 1)

Aplicando la propiedad de linealidad (137), obtenemos:
N M
d*y(t) d*x(t)
At _ 138
> || = ) e 138)
k=0 k=0
Y aplicando la propiedad de derivacion en el dominio del tiempo en (138), obtenemos:

N

M
> @ (DY@ = Y b DX (139)
k=0

k=0

Sabiendo que la respuesta frecuencial viene dada por (128), la expresién de (139) da lugar al
siguiente resultado final:

V(@) _ Siobi GOF
X(@ ~ @ GO

HQ) = (140)

Vemos que esta H(2) es el resultado del cociente de dos polinomios cuyos coeficientes no son
mas que los mismos coeficientes a;, y by definidos en (136), es decir, en la relacién entrada-
salida. Por lo tanto, en general, obtener la respuesta frecuencial de un sistema cuya relacién
entrada-salida sea una ecuacién diferencial de la forma expresada en (136) es tan sencillo
como calcular el cociente de polinomios en (140), tomando directamente los coeficientes
constantes de la ecuacidn diferencial de entrada-salida.

Recordemos algo que ya hemos comentado, pero que es muy importante remarcar: no todo
sistema definido por una ecuacidn diferencial lineal de coeficientes constantes tiene respuesta
frecuencial. En general, para que exista la respuesta frecuencial H(2) se necesita que la
respuesta impulsional h(t) sea absolutamente integrable, continua y sin discontinuidades
infinitas (como ya vimos en el subapartado 1.4), lo cual es condicidn suficiente, pero no
necesaria, para que exista H({2). Y, como ya hemos visto en el apartado 6.1, |a existencia de la
respuesta frecuencial estd ligada a la estabilidad del sistema, puesto que la condicion de
existencia se cumple si el sistema es estable. Es por ello que el estudio acerca de si un sistema
es o no estable suele llevarse a cabo en el dominio de la Transformada de Laplace
(comprobando, recordemos, si todos polos de la funcién de transferencia tienen parte real
negativa o no), ya que esta transformada esta siempre bien definida, independientemente de
si el sistema es o no estable. Por el contrario, la Transformada de Fourier no esta siempre
definida, si bien la estabilidad del sistema garantiza que si lo esté.
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6.3.La operacion de filtrado y su representacion frecuencial

El ejemplo presentado en el apartado anterior ha permitido mostrar el concepto de filtrado en
frecuencia, segun el cual la respuesta frecuencial de un sistema LIT presenta un
comportamiento tal que atentia o cancela un cierto margen de frecuencias, mientras que
deja pasar mas o menos intacto otro cierto margen de frecuencias (habitualmente
denominadas «frecuencias de interés»). Este comportamiento permite, por ejemplo, disefiar
sistemas que eliminan componentes frecuenciales indeseadas y que retengan Unicamente las
componentes frecuenciales deseadas. Este tipo de sistemas LIT, denominados habitualmente
filtros, son ampliamente utilizados en la practica en multitud de aplicaciones. A continuacién
se presenta un ejemplo préctico que ilustra bien la importancia de este concepto.

Considérese la técnica de multiplexacién de frecuencia conocida como técnica de acceso
multiple a un mismo medio de comunicacion. Es lo que se denomina Frequency Division
Multiple Access (FDMA). Para compartir el medio, los diferentes usuarios transmiten a
frecuencias diferentes de forma que sus respuestas frecuenciales estan suficientemente
separadas para que no exista solapamiento. De esta forma, todos los usuarios pueden
transmitir a la vez sin interferirse.

En este ejemplo en cuestidn se dispone de una sefal x(t) que estad formada a su vez por dos
sefiales x;(t) y x,(t), que serian las sefiales transmitidas simultdaneamente por sendos
usuarios. La expresion temporal de la sefial multiplexada en frecuencia es

x(t) = x1(t) + x,(t)e/ %2t (141)

y su representacién frecuencial se muestra en la parte superior de la Figura 19. Las
representaciones frecuenciales de las sefiales x; (t) y x,(t) aparecen representadas en azul y
rojo, respectivamente.

X(Q) X(Q)
1 1
X, () X, () X, () X, ()
0 0
0 82 0 Q,
Hy(Q) Hy(8)
1 1
0 0 ,
0 0 Q,
() Y2(Q)
1 1
0 0
0 0 5'22
0 \ractfe) Q (rad/s)

Figura 19. Ejemplo de filtrado paso-bajo (izquierda) y filtrado paso-banda (derecha) para seleccionar las senales
individuales que se han transmitido de forma simultanea utilizando un esquema de multiplexacién en frecuencia.
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En recepcidn, cada usuario debe recuperar su sefial individual. Para ello, se hace pasar la seial
multiplexada x(t) por dos sistemas LIT, tal y como se muestra en la Figura 20:

hi(t)— n (t)

z(t) —

ha(t) —— y2(t)

Figura 20. Diagrama de bloques para filtrar dos sefiales multiplexadas en frecuencia en la sefial de entrada x(t).

El primer sistema presenta una respuesta frecuencial como la que se muestra en la grafica
central izquierda de la Figura 19. De esta forma, al obtener la sefial de salida segun Y;(2) =
X(2)H, (), el sistema sélo deja pasar a su salida la respuesta frecuencial de la sefial x; (t), es
decir X,(f2), tal y como se muestra en la grafica inferior izquierda de la Figura 19. De esta
forma, el primer sistema consigue eliminar (es decir, filtrar) la sefial x, (t) que estd presente en
la sefial de entrada. Dado que este sistema sélo deja pasar las frecuencias bajas (i.e. las
frecuencias ubicadas alrededor del origen de coordenadas, es decir, las frecuencias mas o
menos cercanas a la frecuencia 2 = 0rad/seg) y elimina el resto de frecuencias, se lo
denomina filtro paso-bajo.

El segundo sistema lleva a cabo el proceso contrario, en cuanto que deja pasar la sefial x,(t) y
eliminar la sefial x; (t). Para ello, el segundo sistema presenta una respuesta frecuencial como
la que se muestra en la grafica central derecha de la Figura 19. De esta forma, al obtener la
sefal de salida segun Y, () = X(2)H,(R), el sistema solo deja pasar a su salida la respuesta
frecuencial de la sefial x,(t), es decir X,(f2), tal y como se muestra en la grafica inferior
derecha de la Figura 19. De esta forma el segundo sistema consigue filtrar la sefial x;(t) que
esta presente en la sefial de entrada. Dado que este sistema sélo deja pasar una determinada
banda de frecuencias, caracterizada por contener las frecuencias situadas alrededor de una
determinada frecuencia central (en el caso de este ejemplo, £2,) que puede estar mas o menos
alejada del origen de coordenadas (es decir, de la frecuencia continua?), y elimina el resto, se
lo denomina filtro paso-banda.

Este ejemplo que se acaba de describir muestra claramente el interés practico de los sistemas
LIT que dejan pasar ciertas frecuencias y eliminan el resto. Como ya hemos dicho, esta
operacion de seleccidn de frecuencias de interés se conoce como «filtrado» y los sistemas que
la llevan a cabo se denominan «filtros». Existen diferentes tipos de filtros en funcion del tipo
de frecuencias que dejan pasar o, equivalentemente, en funcién del tipo de frecuencias que
eliminan. Habitualmente, se distingue entre:

e Filtro paso-bajo: es un sistema LIT cuya respuesta frecuencial solo deja pasar las
frecuencias bajas, ubicadas mas o menos cerca del origen de coordenadas (i.e. de la
frecuencia continua) y hasta una cierta frecuencia maxima (). habitualmente
denominada frecuencia de corte del filtro. Un ejemplo de filtro paso-bajo «ideal» es el
gue se muestra en la Figura 21 (arriba, izquierda).

% La frecuencia 2 = 0 rad/seg es habitualmente denominada «frecuencia continua», puesto que es la
frecuencia en la que concentran toda su energia las sefiales continuas (i.e. las sefiales de amplitud
constante a lo largo del tiempo), tal y como puede observarse en la Figura 8 de este mismo médulo.
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e Filtro paso-alto: es un sistema LIT cuya respuesta frecuencial solo deja pasar las
frecuencias altas, ubicadas mas alla de una a cierta frecuencia de corte (2,,. Un ejemplo
de filtro paso-alto «ideal» es el que se muestra en la Figura 21 (arriba, derecha).

e Filtro paso-banda: es un sistema LIT cuya respuesta frecuencial solo deja pasar una
determinada banda de frecuencias comprendida entre las frecuencias de corte 2, y
{),; o, si se prefiere, centrada alrededor de la frecuencia central {2, habitualmente
definida como 2, = (2; + £2,)/2. Un ejemplo de filtro paso-banda «ideal» es el que
se muestra en la Figura 21 (abajo, izquierda).

e Filtro rechazo-banda: es un sistema LIT cuya respuesta frecuencial elimina una
determinada banda de frecuencias comprendida entre las frecuencias de corte 2, y
{),; o, si se prefiere, centrada alrededor de la frecuencia central {2, habitualmente
definida como 2y = (£2; + 2,)/2. Un ejemplo de filtro rechazo-banda «ideal» es el
qgue se muestra en la Figura 21 (abajo, derecha).

Hip(0) Hyp(9)
1 1
0 0
-0 0 Q -0 0 Q
c [ P P
Hpp(2) Hge(92)
1 1
0 - 0 ; .
_QZ_QU_QI 0 521 SZU !22 -522-510-91 0 Q1 QU 522

Figura 21. Respuestas frecuenciales ideales de diferentes tipos de filtros: (arriba, izquierda) filtro paso-bajo, o
filtro LP, de low-pass filter; (arriba, derecha) filtro paso-alto, o filtro HP, de high-pass filter; (abajo, izquierda)
filtro paso-banda, o filtro BP, de band-pass filter; (abajo, derecha) filtro rechazo-banda, o filtro RB, de reject-band
filter.

Notese que todos los filtros aqui ilustrados son filtros «ideales». Se los denomina asi debido a
que las transiciones entre sus bandas de paso (i.e. las bandas de frecuencias que el filtro deja
pasar) y sus bandas rechazadas (i.e. las bandas de frecuencias que el filtro elimina) son
discontinuidades perfectamente verticales. En el caso del filtro paso-bajo de la Figura 21, por
ejemplo, su banda de paso estd constituida por el conjunto de frecuencias 2 € [—., 2.] y sus
bandas rechazadas son 2 € (—o0,—0.) y 2 € (., +). Las bandas de paso y bandas
rechazadas de los otros tipos de filtro se definen andlogamente, siguiendo este mismo criterio.

En la practica, sin embargo, los filtros nunca son ideales. Los filtros ideales aqui ilustrados
poseen unas respuestas frecuenciales en forma de uno o varios pulsos cuadrados perfectos
(dependiendo de cuantas bandas de paso presente el filtro), con lo que sus respectivas
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respuestas impulsionales estan formadas por una o varias sefiales sinc. Por tanto, sus
respuestas impulsionales son sefiales infinitas a ambos lados, lo cual implica, como ya
sabemos, que no se trata de filtros causales. Los filtros reales son sistemas causales y estables,
lo cual provoca que sus respuestas frecuenciales no sean tan perfectas e «ideales»: en la
practica, por tanto, los filtros reales también presentan bandas de transicion (i.e. las bandas
de frecuencias que separan a las bandas de paso de las bandas rechazadas).

Asimismo, ndtese que todas las respuestas frecuenciales mostradas en la Figura 21 presentan
simetria par y son todas reales, razéon por la cual se muestra directamente el valor de la
respuesta frecuencial H(f2) y no se distingue entre su mdédulo y su fase. Ello implica que la
respuesta impulsional de estos filtros es también real y par (recuérdese el Ejemplo 8), lo cual,
de nuevo, también significa que las respuestas impulsionales no son causales. En la practica, se
necesita que las respuestas sean causales para que los filtros sean implementables, lo cual
hace que su respuesta frecuencial sea en realidad compleja (no real) y, por tanto, sea
necesario representarla en términos de moddulo y fase. En cualquier caso, su moddulo
coincidiria igualmente con la forma que presentan las respuestas frecuenciales mostradas en la
Figura 21 y esta forma es precisamente lo importante y lo que distingue a un tipo de filtro de
otros.
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7. Introduccion a la teoria del muestreo

La mayoria de los estimulos que encontramos en la naturaleza varian de forma continua en
funcidn del tiempo y, por tanto, pueden representarse mediante sefiales analdgicas. Este es el
caso del sonido, la luz o la temperatura. Sin embargo, los dispositivos actuales para el
procesado de seiial y el cdlculo computacional son digitales, lo cual significa que trabajan con
secuencias de numeros discretos, tipicamente binarios. Es por ello que existen técnicas de
conversion para transformar sefiales analdgicas en sefiales digitales (y que, de este modo,
puedan ser procesadas por sistemas digitales), y viceversa. Estas técnicas de conversidén son
conocidas como «conversidon analdgico-digital» (o «conversién A/D») y su opuesta, la
«conversion digital-analdgico» (o «conversiéon D/A»).

En primer lugar, la conversién A/D consiste en un proceso que, en realidad, implica llevar a
cabo tres operaciones distintas asociadas a tres rasgos caracteristicos propios de las sefales
digitales. La primera de esas operaciones consiste en convertir la sefial analdgica de entrada,
que es una sefal en tiempo continuo, en una sefial en tiempo discreto. Esta operacion de
discretizacion del dominio del tiempo se denomina muestreo y es un proceso que da lugar a
una secuencia de valores numéricos (o muestras) que se corresponden idealmente con las
amplitudes de la sefial analdgica de entrada en los «instantes de muestreo» y que son valores
reales (puesto que los valores de amplitud de la sefial analdgica de entrada son valores reales).

La segunda operacion llevada a cabo en la conversion A/D es la cuantificacion, que consiste en
una discretizacidon de las amplitudes de las muestras resultantes del muestreo, mapedndolas
contra un conjunto discreto, finito y preestablecido de valores numéricos (i.e. niveles de
cuantificacion). Los valores de las muestras resultantes del muestreo son, por lo tanto,
modificados. Y, finalmente, el tercer paso en la conversién A/D es la codificacién de los valores
de amplitud cuantificados siguiendo un esquema binario que mapea cada valor de amplitud
con un conjunto de b bits. Es en este punto cuando ya podemos decir con propiedad que
tenemos una sefial digital, en el sentido de que esta discretizada tanto en tiempo como en
amplitud y de que sus valores estan codificados siguiendo un esquema binario.

Y, en segundo lugar, el proceso inverso es llevado a cabo mediante la conversion D/A. Sin
embargo, la conversion D/A se realiza Unicamente en dos pasos: una descodificacion de los
valores numéricos binarios y un proceso de filtrado, consistente en la aplicacion de un filtro
reconstructor (o también denominado filtro interpolador). Es importante notar que, si bien la
codificaciéon llevada a cabo en la conversion A/D es un proceso obviamente reversible, esta
claro que la cuantificacidn nunca lo es. Sin embargo, y a diferencia de lo que podria parecer de
entrada, bajo ciertas condiciones, el muestreo si es un proceso reversible.

En esta seccion, utilizaremos la teoria sobre la Transformada de Fourier desarrollada en el
presente médulo para llevar a cabo una introduccidn al proceso de muestreo y presentar el
resultado fundamental en lo referente a las condiciones bajo las que el muestreo es un
proceso reversible: el Teorema del muestreo, también conocido como Teorema de Nyquist.
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7.1. Muestreo ideal

Descrito en términos generales, el proceso de muestreo consiste en tomar muestras de una
seflal analdgica x(t) cada cierto tiempo, dando lugar a una secuencia de valores de amplitud
en tiempo discreto. Habitualmente, las muestras se toman de forma uniforme cada T,
segundos, de acuerdo a una cierta frecuencia de muestreo F,, = 1/T,, (expresada en Hz o
muestras/seg) o, equivalentemente, {2, = 21 /T,, (expresada en rad/seg). Ello da lugar a
una sefial en tiempo discreto que podemos denotar como x[n]:

x[n] = x(t)lt:nTm = x(nTy,) (142)

siendo n € Z la variable de tiempo discreto.

El muestreo ideal de una sefial en tiempo continuo x(t) puede entenderse como el
producto entre la sefial x(t) y un tren de deltas equiespaciadas T, segundos:

() = () Z 5(t —nT,,) = Z 2T, )8(t — nTy)
) S S (143)
— Z x[n]6(t — nTy,)

Tanto la sefial x(t) como el tren de deltas son sefiales en tiempo continuo, con lo cual el
resultado del muestreo ideal es también una seial en tiempo continuo que
denominamos x,,(t), tal que los coeficientes de amplitud que multiplican a cada una de
las deltas presentes en x,,(t) son justamente los valores de amplitud de x(t) en los
instantes de muestreo.

Remarquémoslo: con el muestreo ideal no se abandona el dominio analdgico, puesto que el
resultado del muestreo sigue siendo una sefial de tiempo continuo. Lo que se consigue es
generar una sefial analdgica, x,,,(t), en la que se han aislado muestras de x(t).

7.2.Interpretacion frecuencial del muestreo ideal

Desde el punto de vista del dominio frecuencial, hay un aspecto fundamental a la hora de
analizar las consecuencias que conlleva muestrear una sefal en tiempo continuo. Al
interpretar el proceso de muestreo como producto entre la seiial de interés en tiempo
continuo con un tren de deltas también en tiempo continuo, se observa muy claramente que
la transformada de Fourier de la seiial muestreada es una seial periédica en el dominio de la
frecuencia.

A continuacidn, se presenta y justifica detalladamente dicho efecto, y se extraen de él sus
consecuencias mas relevantes, entre las que destaca el fendémeno del aliasing.
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Si aplicamos la Transformada de Fourier directamente sobre la expresion en (143),
obtenemos la siguiente representacion frecuencial:

Xm (@) = Flxp (8)] =2iX(ﬂ)*2_n i ‘5(”_”2_”)

T i Mo
n=-—oo
(144)
+00
-7 2. (o Zn)
— T o
n=—oo

O sea: en X,,,({2), que es la representacion frecuencial de la sefial muestreada x,,(t),
aparecen réplicas periédicas de X(£2), que es la transformada de Fourier de la sefial
original x(t), centradas en frecuencias que son miltiplos de la frecuencia de muestreo
2, =2n/T,,.

Esta situacion se muestra en la Figura 22:

P - 2
— T 1 I T I Q —— w/w\ - Q
2t om0 7T 21 _2r 0 2T 2 m 0 7®™ 2n
Tw Tm T Tm Tom T Ty Tm T Twm

Figura 22. Interpretacion frecuencial de la operacidon de muestreo ideal como producto en el dominio del tiempo
entre la seial de interés y un tren de deltas equiespaciadas el tiempo de muestreo. En el dominio de la
frecuencia, ello da lugar a la convolucién entre la transformada de Fourier de la sefal de interés y la
transformada de Fourier del tren de deltas, que, aplicando la férmula de Poisson, se corresponde con otro tren de
deltas en frecuencia. El resultado da lugar a una senal muestreada cuya transformada de Fourier es periddica con
periodo igual a la frecuencia de muestreo 2,,, = 21 /T,, = 27F,,.

En esta figura puede observarse cémo, a partir de una sefial en tiempo continuo x(t) con
transformada de Fourier X(2), el resultado del muestreo ideal da lugar a la convolucién de
X () con un tren de deltas en frecuencia equiespaciadas una distancia 2,,, = 2w /T,,. Ello
hace que la transformada de Fourier de la sefial muestreada resultante, X,,(f2), esté
compuesta por réplicas de X () equiespaciadas a frecuencias multiples de £2,,,. Este efecto
es dual al ya conocido para la transformada de Fourier de sefiales periddicas, donde el
resultado de una periodicidad en el dominio del tiempo da lugar a una transformada de
Fourier que es discreta en el dominio frecuencial. Por ejemplo: si tomamos una sefial temporal
periddica conocida como la sefial senoidal, vemos que su transformada de Fourier es discreta y
esta formada por dos deltas (este resultado se puede recuperar de la Tabla 1 de este mismo
modulo). En el caso que nos ocupa (i.e. el muestreo ideal), estamos en la situacidn contraria.
Tenemos una seial discreta en el dominio del tiempo que, por el hecho de ser discreta, da
lugar a una transformada de Fourier periddica en el dominio de la frecuencia.
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De esta forma podemos afirmar que la periodicidad en un dominio (sea temporal o
frecuencial) lleva asociada una discretizacion (es decir, un muestreo) en el dominio
transformado correspondiente.

A raiz de la periodicidad que aparece en el dominio de la frecuencia cuando el dominio del
tiempo es muestreado, surge una observacion que es importante tener presente. Notese que,
en la Figura 22, la sefial de interés (i.e. x(t)) es una sefial paso-bajo cuyo ancho de banda es:

W T
== 145
Es decir: la transformada de Fourier de x(t) (i.e. X(2)) concentra toda su energia en
frecuencias inferiores a 2 = /T,,. Nétese también que este ancho de banda se corresponde
exactamente con la mitad de la frecuencia de muestreo:

X0} 21 T

= (146)

2 2T, Tn

De esta forma, al convolucionar X (£2) con el tren de deltas en frecuencia, la transformada de
Fourier resultante presenta réplicas de X(£2) a frecuencias multiples de £2,,,, cada una de las
cuales coincide exactamente con la transformada de Fourier X (£2) original.

Sin embargo, si el ancho de banda de X () hubiera sido mayor que 2,,/2, las réplicas
de X(£2) se habrian solapado entre ellas y el resultado seria una sefial muestreada
cuya transformada de Fourier no presentaria réplicas exactas de la transformada de
Fourier original, tal y como se ilustra en la Figura 23.

En este caso, al observar la transformada de Fourier de la sefial muestreada no es
posible identificar las réplicas individuales de X(2). Este efecto se conoce como aliasing
(o «solapamiento») y consiste en que la sefial muestreada x,,(t) distorsione y no
reproduzca de forma fiel la sefial original x(t), como resultado del solapamiento de las
réplicas de X(2) que se suman entre si en X,,,(2).

M — 2T
=7 slo—n2t = X (2
X(9) D W CRES ()
; i T T T . ././W\.\.\.
1 x 1 Q T Q
2 m () m 27 27 0 27 2r om0 7 2
T T T Twm T T T Tw  Tm Tn

Figura 23. Interpretacion frecuencial de la operacion de muestreo ideal, en el caso que la seiial de interés
presente un ancho de banda superior a 2,,/2 = w/T,,. En ese caso, la transformada de Fourier de la sefial
muestreada queda afectada por el efecto de aliasing.

Por lo tanto, para evitar el efecto de aliasing es necesario que la sefial analédgica de entrada
no presente componentes frecuenciales por encima de £2,,,/2. Ello se puede conseguir de dos
formas:
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(1) Aplicando un filtro paso-bajo de frecuencia de corte 2. = 2,,/2 a la entrada del
conversor A/D (i.e. inmediatamente antes del proceso de muestreo) para garantizar
que el ancho de banda de la sefial a la salida del filtro no exceda nunca de 2,,/2.
Debido a la finalidad que tiene, este filtro es conocido como filtro anti-aliasing.

(2) Asegurando que la frecuencia de muestreo sea siempre superior al doble del ancho
de banda de la sefial analdgica que va a ser muestreada, lo cual viene determinado
por el Teorema del muestreo, que se presenta con mas detalle en el apartado 7.3.

En la practica se suelen implementar ambas opciones de forma simultdnea.
Ejemplo 15

Considérese la sefial x(t) = cos(24t), con £, = 2m-8000 rad/seg, que es muestreada
idealmente utilizando una frecuencia de muestreo de (2, = 2m - 20000 rad/seg. Se pide
determinar la representacion frecuencial de la sefial muestreada y discutir si presenta o no
aliasing.

Soluciéon

En primer lugar, determinamos la transformada de Fourier de la sefial en tiempo continuo x(t),
que, en este caso, resulta ser la siguiente (este resultado se puede recuperar de la Tabla 1 de
este mismo maddulo):

X(2) = 182 — Q) + 78 + 2y) (147)

con 2, = 2nF, = 2m8000 rad/seg. La representacion grafica de X(£2) se muestra en la parte
superior de la Figura 24 (grafica superior), donde se pueden apreciar las dos deltas
correspondientes a la transformada de Fourier de una sefal cosenoidal.

Representacion frecuencial X (Q)
de la sefial original en i m
tiempo continuo T W
| | ‘ . | ' " } Q(rad/s)
4 3 om T 0 A e ad/
T‘m I‘?n Tm. Tm Tnl " T m Tm I-m / /1. ] {
10 30 20 10 —8 0 8 10 F,, =20 30 10
Representacion frecuencial
de la sefial muestreada en "’" X’m (Q) l
tiempo continuo T, T
l H { ] I H | ] } N I l [} H I I | SZ(l’ad/&)
47 3T 2[71' - 0 7lr 0 1 2 3'7r 4'1r
— _ — — — e =
’-Tm Tm Tm ,I'mf Tn T’” Tm 1Pm F(kH
30 20 10 —8 0 8 10 Fn =20 30 10

Figura 24. Representacion frecuencial de la sefial muestreada del Ejemplo 15.

Notese que una de las deltas se ha representado con cuerpo blanco para poder identificarla
facilmente cuando posteriormente aparezcan las réplicas periddicas en el dominio de la



Universitat Oberta de Catalunya 64 Sefiales y sistemas | (Mddulo 5)
(uoq) La Transformada de Fourier

frecuencia debido al proceso de muestreo. Por claridad, la figura muestra el eje de frecuencias
tanto en términos de {2 como equivalentemente en términos de F, siendo esta ultima una
notacién habitual en aplicaciones practicas.

Y, en segundo lugar, obtenemos X,,,(2), la representacién frecuencial de la sefial muestreada en
tiempo continuo, X,,(t). Para ello, hacemos uso de (144), donde se indica que X,,(2) estd
formada por la superposicion de réplicas de la transformada de Fourier de la sefial original, X (),
centradas a frecuencias multiples de la frecuencia de muestreo. Esto es, réplicas cada 2 =
+n0,, = +2nn/T,, paran € {1, ..., 0}:

[oe]

T 2T 2T
Xn(2) = 2 Z 6<Q—QO—T—n)+6<!)+!)O—T—n) (148)
m m m

El resultado se muestra en la Figura 24 (grafica inferior) donde puede observarse claramente
cdmo la representacion frecuencial de X,,(2) es periédica con periodo igual a la frecuencia de
muestreo, (2,,.

Ademas, también se observa claramente que el proceso de muestreo no ha generado aliasing en
la sefial muestreada, ya que las réplicas de X(2) en X,,,(2) no se solapan entre si: de
haberlo hecho, las deltas de una réplica se habrian cruzado con las de sus réplicas
adyacentes. De hecho esta ausencia de aliasing ya se podia prever de entrada, puesto
gue, efectivamente, el ancho de banda de la sefial de interés es inferior a la mitad de la
frecuencia de muestreo:

W, = 0, = 2r - 8000 rad/seg

2
0, = 21 - 20000 rad/seg } = N, < - = 2w - 10000 rad/seg (149)

7.3.Teorema del muestreo

El Teorema del muestreo (o Teorema de Nyquist) se basa en que, para evitar que haya
aliasing en un proceso de muestreo (i.e. el solapamiento de réplicas en el dominio
frecuencial), la frecuencia de muestreo ha de ser tal que:

150)

0, equivalentemente:

as1)

alli donde W, (en rad/seg), o equivalentemente B, (en Hz), es el ancho de banda de la
sefal analogica que va a ser muestreada (W, = 2mB,). La condicién expresada en (150)-
(151) es conocida como el criterio de Nyquist.

La justificacion de este teorema se comprende de forma intuitiva a partir del efecto de
aliasing que aparece en la Figura 23, cuando sucede que dicho criterio no se cumple. La
frecuencia de muestreo 2,, = 2W,, o equivalentemente F,, = 2B,, es también



Universitat Oberta de Catalunya 65 Sefiales y sistemas | (Mddulo 5)
(uoq) La Transformada de Fourier

conocida como la frecuencia de Nyquist, y es la minima frecuencia de muestreo que
garantiza la ausencia de aliasing.

El teorema de muestreo entendido como tal no hace mas que formalizar esta
observacion intuitiva que acaba de describirse. Es decir, el teorema establece que toda
sefal analdgica de banda limitada (es decir, de ancho de banda finito), puede ser
muestreada de modo tal que el proceso de muestreo sea reversible (es decir, que la
sefal analdgica original puede recuperarse integramente a partir de la senal
muestreada). Para ello, es necesario que la frecuencia de muestreo utilizada cumpla con
el criterio de Nyquist expresado en (150)-(151).

El resultado expresado en el Teorema del muestreo es de gran importancia a la hora de
plantear el proceso opuesto a la conversién A/D, que no es otro que la conversion digital-
analdgico, o conversidon D/A. La idea consiste en recuperar una sefial analdgica x,.(t) a partir
de la sefial resultante del muestreo, x,,(t), mediante la aplicacion de un filtro reconstructor (o
filtro interpolador):

X (£) = X (£) * hi(£) > X0(Q) = X (DH; () (152)

siendo h;(t) el filtro interpolador, cuyas respuestas impulsional y frecuencial son, idealmente,
las siguientes (este resultado se puede recuperar de la Tabla 1 de este mismo médulo):

h;(t) = sinc (TL) <i> H,(2)=T,I (i) (153)

m -Qm

alli donde 02,,, = 21 /T,,.

Notese, pues, que el filtro interpolador ideal es un filtro paso-bajo ideal, de frecuencia de
corte 2, = 2,,,/2 y amplitud T,,, en la banda de paso.

Teniendo en cuenta que Xx,,(t) es el resultado del muestreo de una sefial analdgica
original x(t), segln (143) y (144), se observa que la misién del filtro interpolador es
eliminar las réplicas de X () que existen en X,,,(£2) mas alla de su frecuencia de corte,
de modo que el contenido frecuencial de la sefal recuperada (i.e. la senal de salida del
filtro) esté contenido en (—22,,/2,2,,,/2).

Asi pues, se observa que, si el muestreo ha sido realizado de acuerdo con el criterio de
Nyquist, no ha habido aliasing y la sefal analdgica original puede ser recuperada
integramente a partir de la sefal resultante del muestreo mediante la aplicacién de
este filtro interpolador.

0, puesto en términos mas simples: si no ha habido aliasing, entonces x,.(t) = x(t).

Conclusion: el cumplimiento del criterio de Nyquist garantiza que el proceso de
muestreo no distorsiona la informacion contenida en la sefal analégica original.
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A continuacidn, se presenta un ejemplo que ilustra todos estos conceptos.

Ejemplo 16

Considérese la misma sefial x(t) del Ejemplo 15, pero ahora el muestreo ideal se implementa a
razéon de una frecuencia de muestreo de (2, = 2w - 10000 rad/seg. Se pide obtener la
representacion frecuencial de la sefial reconstruida a partir de la sefial muestreada mediante un
filtro interpolador ideal.

Solucion

En este caso tenemos una frecuencia de muestreo (2,, = 2m - 10000 rad /seg que no cumple el
criterio de Nyquist, ya que el ancho de banda de x(t) es de 0, = 2 - 8000 rad /seg. Como
resultado, la sefial muestreada se vera afectada por el efecto de aliasing y no sera posible
recuperar la sefial original x(t) a partir de su versiéon muestreada. Para comprobarlo, vamos a
analizar la representacion frecuencial de esta sefial muestreada.

El primer paso consiste en obtener la representacion frecuencial de la sefial original x(t). Al ser la
misma sefial que en el Ejemplo 15, su representacion frecuencial X({2) es exactamente la misma
que la que aparece en la parte superior de la Figura 24 y se reproduce a continuacién en la parte
superior de la Figura 25:

Representacion frecuencial X (Q)
de la sefial original en T s
tiempo continuo I “
% % % 1 ‘ t % i — Q(rad/s)
_ 8m 67 47 27 0 O - 2 47 67 8m
Tm Tm Tm Tm Tm Tm Tm Tm F ( KHz )
—40 —30 —20 —10 =8 0 8 10 F,, = 20 30 10

Representacion frecuencial |
de la sefial muestreada en T X (Q)
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Representacion frecuencial
de la sefial reconstruida en
tiempo continuo

f f f f i f f — Q(rad/s
8 6 A o T 4m 6 s Qlrad/s)
B rfm B Tm - ﬁ B ﬂ Tm Tm Tm Tm
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Figura 25. Representaciones frecuenciales de las sefales involucradas en el Ejemplo 16.
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El segundo paso consiste en implementar la operacidon de muestreo ideal para obtener la sefial
muestreada, x,,(t), cuya respuesta frecuencial, X,,(2), se muestra en la parte central de la
Figura 25. Tal y como ocurria en el Ejemplo 15, X,,,(£2) presenta un comportamiento periddico en
frecuencia, con réplicas de la transformada de Fourier de la sefial original, X(£2), a frecuencias
multiples de la frecuencia de muestreo.

La diferencia con el Ejemplo 15 es que, al incumplirse el criterio Nyquist, cada una de las réplicas
de X(Q)) «invade» y es a su vez «invadida» por sus réplicas adyacentes, puesto que el ancho de
banda de todas ellas es superior a (2,,, rad/seg y la separacién entre réplicas adyacentes es
justamente de 2, rad/seg. Si tomamos, por ejemplo, la réplica de X(2) centrada en 2 = 0,
vemos que deberia ser la Unica réplica de X(12) presente en la regién frecuencial (—2,,/2,2,,/
2), pero que, sin embargo, ello no es asi, puesto que la réplica de X(£2) centrada en 2 = 0 va
mas alla de esa region y sus réplicas adyacentes (esto es, las réplicas de X(f2) centradas en 2 =
—0,, y 2 = (,,,) invaden esa regién. Como puede observarse en la parte central de la Figura 25,
en dicha regién de X,, () aparecen dos deltas, pero estas no son las deltas de la sefial original
(i.e. de la réplica de X(£2) centrada en 2 = 0), sino que son alias, es decir, que se corresponden
con deltas originales pertenecientes a las réplicas de X(2) centradasen 2 = -2,y Q2 =2,
respectivamente. Ello puede observarse notando que la delta inicialmente presente en las
frecuencias positivas de X(£2), y representada con cuerpo blanco, aparece ahora en las
frecuencias negativas de X,,, (2).

Por otro lado, es interesante mencionar que, si se observan las frecuencias en las que estan
ubicadas las deltas que han quedado en la region (—0,,/2,12,,/2) de X,,,(2), se comprueba que
su valor resulta ser de 2 kHz, en comparacion con los 8 kHz originales de X (£2). Esto indica que
no es posible recuperar la cosinusoide inicial de 8 kHz, puesto que, al haberse incumplido la
condicion de muestreo de Nyquist, sefial muestreada resultante solo permite recuperar una
cosinusoide de 2 kHz. De hecho, es exactamente la misma sefial muestreada que se obtendria
del muestreo de una sefal cosinusoidal original de 2 kHz muestreada a £, = 2w - 10000 rad/
seg (nétese que, en tal muestreo, si se estaria cumpliendo el criterio de Nyquist, con lo que,
efectivamente, si podria recuperarse la cosinusoide original de 2 kHz).

Esta hipotesis se confirma al aplicar el filtro interpolador para recuperar la sefial analdgica
original. El filtro aparece indicado en azul en la grafica central de la Figura 25, donde puede verse
como selecciona Unicamente las dos deltas que han quedado dentro de la regidén frecuencial
(—02,,/2,2,,/2). La transformada de Fourier de la sefial reconstruida se ha denotado como
X,-(12) y se muestra en la parte inferior de la Figura 25. Como puede observarse, X,.(2) da lugar a
una sefial analdgica cosinusoidal 2 kHz, en lugar de la sefial cosinusoidal original de 8 kHz.

Antes de finalizar, conviene mencionar que, en la prdactica, es habitual considerar una
frecuencia de muestreo ligeramente superior a la que estrictamente establece el Teorema de
Nyquist. Hay varias razones para ello. Una de ellas surge al plantear el muestreo de tonos
puros, es decir, sefiales de tipo co/senoidal. En tal caso, tenemos, por ejemplo, una sefal
analdgica original como x(t) = sin(,t). Si tomamos estrictamente el criterio de Nyquist
expresado en (150), tenemos que la frecuencia de muestreo seria (2, = 2(,. Como
consecuencia de ello, aplicando (142) vemos que las muestras de x(t) capturadas en la sefial
muestreada x,, (t) son las siguientes:
21

21
x(nT,,) = sin (Qo—n) = sin (Qo—n) = sin(mn) =0 (154)
Q, 20,
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Ndétese que, a pesar de cumplir estrictamente con el Teorema del muestreo, las muestras
resultantes del muestreo son todas iguales a cero, con lo que la sefial resultante del muestreo
es, en realidad, una ausencia de sefial. Esto no habria ocurrido si la sinusoide se hubiera
desfasado ligeramente antes de ser muestreada, pasando a ser, por ejemplo, x(t) =
sin(£2yt + 8), con O # {0, }. En ese caso, el resultado del muestreo si habria dado lugar a una
sinusoide en tiempo discreto, lo cual indica que existe una ambigiliedad a la hora de recuperar
la sinusoide inicial a pesar de haber muestreado exactamente a la frecuencia de Nyquist. Este
ejemplo es en realidad un caso limite de la condicion del Teorema de Nyquist que requiere que
la frecuencia de muestreo sea estrictamente superior a dos veces el ancho de banda de la
sefial. Esto es: (2,, > 2.),.



Universitat Oberta de Catalunya 69 Sefiales y sistemas | (Mddulo 5)
(uoq) La Transformada de Fourier

Resumen

En este mdédulo, hemos estudiado la Transformada de Fourier como herramienta util para el
analisis de sefiales y de sistemas LIT analdgicos en el dominio de la frecuencia, asi como caso
particular de la Transformada de Laplace estudiada en el mddulo anterior.

En primer lugar, se han presentado las ecuaciones de analisis y de sintesis de la Transformada
de Fourier, haciendo énfasis no solo en su formulacién, sino también en su representacion
grafica y en su interpretacion. Se ha establecido la conexién entre tiempo y frecuencia y se ha
mostrado cémo efectos que adoptan cierta apariencia en el dominio el tiempo (e.g. sefales
temporales de duracidn finita) tienen un correlato frecuencial opuesto, es decir, adoptan una
apariencia opuesta en el dominio de la frecuencia (e.g. respuestas frecuenciales de duracion
infinita), y viceversa. Como parte del proceso para comprender la Transformada de Fourier, se
han presentado también una serie de condiciones de convergencia que es necesario cumplir
para garantizar la existencia de la Transformada de Fourier. A su vez, se han presentado
ejemplos concretos para empezar a familiarizarse con el calculo de la Transformada de Fourier
y para poner en practica los conocimientos adquiridos.

Una vez introducido el concepto de Transformada de Fourier, se ha procedido a profundizar en
sus propiedades y a presentar casos practicos de transformadas de Fourier de sefales tipicas.
El objetivo ha sido el de adquirir competencia préctica para poder obtener la transformada de
Fourier de una sefal aplicando propiedades y resultados ya conocidos, en lugar de
implementar sin mas el cilculo paso a paso de la ecuacién de andlisis/sintesis de la
Transformada de Fourier. En este sentido, se ha presentado un listado de resultados y de
propiedades que es conveniente tener presente para abordar con agilidad y soltura el andlisis
en frecuencia. Estas propiedades se han aplicado posteriormente para obtener la
Transformada de Fourier de sefales periddicas y se ha establecido la conexién con la Serie de
Fourier.

Seguidamente, se ha hecho un repaso de la conexidon entre la respuesta frecuencial y la
funcién de transferencia de sistemas LIT analdgicos, comprobando cdmo la propiedad de las
autofunciones de los sistemas LIT vista en términos de la Transformada de Laplace también
puede ser vista en términos de la Transformada de Fourier, simplemente evaluando la variable
compleja s en el eje imaginario de frecuencias. Esta observacién permite aprovechar la
propiedad de la Transformada de Laplace segun la cual la salida de un sistema viene dada por
el producto de las transformadas de Laplace de la sefial de entrada y de la respuesta
impulsional del sistema. El mismo resultado aplica en el caso de la Transformada de Fourier,
haciendo que la salida de un sistema LIT se pueda calcular a partir del producto de las
transformadas de Fourier de la sefial de entrada y de la respuesta impulsional del sistema. Esta
ultima es denominada la respuesta frecuencial del sistema y, en muchos casos, permite
obtener la salida de un sistema LIT de forma mds sencilla que la resultante de calcular la
operacion convolucién en el dominio del tiempo. Asimismo, se ha introducido el concepto de
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filtro, que no es mas que un sistema LIT cuya respuesta frecuencial selecciona unas ciertas
frecuencias de la sefial de entrada y elimina otras, teniendo infinidad de aplicaciones practicas.

Finalmente, el mddulo concluye con una introduccién a las técnicas de muestreo de sefiales
analdgicas, presentando el muestreo ideal con tren de deltas, la interpretacion frecuencial del
proceso de muestreo, el fendmeno del aliasing y, como consecuencia de todo ello, el Teorema
del muestreo (o Teorema de Nyquist), que es un resultado fundamental en la teoria del
muestreo y que permite definir las condiciones bajo las que un proceso de muestreo es
reversible (es decir, las condiciones bajo las que el muestreo de una sefial preserva toda la
informacidn contenida en dicha sefial).
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Ejercicios de autoevaluacion

1. Dada una sefial x(t) en el dominio temporal, équé relacidn existe entre su transformada
de Laplace y su transformada de Fourier, denotadas aqui segin X;(s) y Xp(0),
respectivamente?

(@) Xp(2) =X, (s =0).
(b) Xp(2) = X,(s = j£2).
() Xp(2) =X.(s =—j0).
(d) Xp(2) = jX.(s = 02).

2. ¢Cual de las siguientes afirmaciones es correcta?
(a) Para que la ecuacion de andlisis de la Transformada de Fourier exista es necesario que
I 1x(®)|dt < oo.
(b) La seinal delta de Dirac permite obtener la transformada de Fourier de sefales que, a
priori, no cumplen con los requisitos de convergencia.
(c) Lasefial delta de Dirac es tal que §(t) = 1 parat = 0y §(t) = 0 en el resto.
(d) Si una sefal cumple que ffooolx(t)lzdt < oo, entonces también cumple que

ffooolx(t)ldt < o, con lo que implicitamente estd cumpliendo la primera condicién de
Dirichlet.

3. Se dispone de una sefial x(t) que es imaginaria pura. ¢Qué propiedades de simetria
presenta su transformada de Fourier X (2)?
(a) X(2) =X"(2).
(b) X(2) = X*(—).
(c) X(2) =—-X"(2).
(d) X(2) =—-X"(—02).

4. Se dispone de una sefial x(t) que es real. ¢Qué propiedades de simetria presenta su
transformada de Fourier X(2)?
(a) X(2) =X*(2).
(b) X(2) = X*(—0).
(c) X(2) =—-X"(2).
(d) X(2) = -X"(—0).

5. ¢Cual de las siguientes expresiones se corresponde con la propiedad de dualidad de la
Transformada de Fourier?
(a) Six(t) L X(2), entonces X(t) i) 2x(—0).
(b) Six(t) L X(2), entonces X(t) i) x(—N).
(c) Six(t) <i> X(), entonces X(t) <i> 2mx ().
(d) Six(t) L X(2), entonces X(t) i) x(2).
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6.

10.

Se dispone de una sefial x(t) cuyas n — 1 primeras derivadas son continuas y cuya n-ésima
derivada presenta una discontinuidad. ¢Cudl de las siguientes afirmaciones sobre esta
sefial x(t) es cierta?

(a) Sin > 2, no es posible garantizar la convergencia de su transformada de Fourier.

(b) Su transformada de Fourier decae en frecuencia segin 1/0Q".

(c) Sutransformada de Fourier decae en frecuencia segtn 1/2"1,

(d) Sutransformada de Fourier decae en frecuencia segin 1/2" 1,

Si X(2) es la transformada de Fourier de la sefial x(t), écual es la transformada de Fourier
de la sefial x(t — 7), conT > 0?

(a) X(Q)e o7,

(b) X(0) e/,

(c) X()el".

(d) X(2)e '".

En relacidn con el fenédmeno de Gibbs, ¢cudl de las siguientes afirmaciones es correcta?

(a) El overshoot se reduce gradualmente a medida que aumenta B, pues la sefal limitada
en banda tiende a parecerse mas a la seiial original de ancho de banda infinito.

(b) El overshoot aumenta gradualmente a medida que aumenta B, pues la sefial presenta
mayor contenido de altas frecuencias.

(c) El overshoot se mantiene constante independientemente de B, excepto cuando B —
00, en cuyo caso desaparece.

(d) El instante de tiempo en el que aparece el overshoot se mantiene constante
independientemente de B, excepto cuando B — oo, en cuyo caso coincide con el
origen de tiempo t = 0.

Un dispositivo electrénico genera a su salida una sefial periddica cuadrada x(t) como la
gue se muestra a continuacién, con A =T /2:

%)

-2T -T i 2T

:
>
A
Figura 26. Sefial periédica cuadrada.

¢Qué coeficientes de Fourier presenta la serie de Fourier de esta sefial?
(a) ¢, = (1/2)[sinc(n/2) —1].

(b) ¢, = (1/2)[sinc(n) — sinc(n/2)].

(c) ¢, = (1/2)sinc(n/2) (1 — e‘j”").

(d) ¢, = (1/2)[sinc(n/2) — sinc(n)].

Se dispone de un sistema cuya respuesta impulsional viene dada por h(t) = I1(t2,/2mn),
siendo (2, una constante. Si a la entrada de este sistema tenemos la sefial x(t) = e/?¢,
écudl es la transformada de Fourier Y(2) de la sefial y(t) que obtendremos a la salida?

(a) Y(2) = (2m/0Qy) sinc((2 — 2y)/27).

(b) Y(2) = 2 /0,) sinc(2/02,).
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11.

12.

13.

14.

15.

(c) Y() = (2m/0y) sinc(2/0y) * 6(2 — 02p).
(d) Y() = 0.

¢A qué tipo de filtro (paso-bajo, paso-alto, paso-banda o rechazo-banda) corresponde cada
una de las siguientes respuestas impulsionales/frecuenciales?

(a) h(t) = sinc(Bt) cos(,t), siendo 2, > B.

(b) HQ) =1/(a +jQ),cona > 0.

(c) H(2) =1-T1(2/(2%B)), con B > 0.

(d) h(t) =T((t —T/2)/T),conT > 0.

¢Cuales de las siguientes afirmaciones son correctas?

(a) Bajo ciertas condiciones, el muestreo de una sefial analdgica es un proceso reversible.

(b) Bajo ciertas condiciones, la conversion de tiempo continuo a tiempo discreto es un
proceso reversible.

(c) Bajo ciertas condiciones, el aliasing es un proceso reversible.

(d) Bajo ciertas condiciones, la conversion A/D es un proceso reversible.

¢Cual de las siguientes frecuencias de muestreo es mds conveniente utilizar al muestrear la
sefial x(t) = sin (2m50t)?
(a) F,, =100 Hz.

(b) F,, =50 Hz.
(c) F, =150 Hz.
(d) E, =25Hz.

Tras un proceso de muestreo ideal realizado, cumpliendo con el criterio de Nyquist, a una
frecuencia de muestreo Fm (expresada en Hz), ien qué margen de frecuencias estdn
ubicadas, en el espectro de la sefial muestreada, las réplicas de la transformada de Fourier
de la sefial original previa al muestreo que hay que eliminar en la conversién D/A?

(@ If]1>E,.

(b) |f1> Eyn/2.

() If1>2E,.

(d) |f] < 2E,.

Tenemos la sefial x(t) = cos(2m100t), la muestreamos a una 2, = 2n250 rad/seg
mediante un tren de deltas, y a continuacién aplicamos un filtro de respuesta impulsional
h(t) = sinc(400t). ¢Cudl es la sefial analdgica que hemos recuperado a la salida del filtro?
(a) x,(t) = cos(2m100t).

(b) x,(t) = (5/8) cos(2m100¢t).

(c) x,(t) = cos(2m100t) + cos(2m150t).

(d) x,(t) = (5/8)[cos(2m100t) + cos(2mw150¢t)].
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Soluciones a los ejercicios de autoevaluacion

10.

La respuesta correcta es la (b), tal y como se indica en la seccion 1.

La respuesta correcta es la (b), tal y como se indica en el apartado 1.4. Nétese que la
respuesta (a) es falsa, ya que la condicién a la que hace referencia es suficiente a nivel de
convergencia, pero no necesaria. La respuesta (c) también es falsa, ya que la sefial delta de
Dirac presenta un valor infinito en el origen, no un valor unitario, que es lo que si ofrecen,
sin embargo, la funciéon delta de Kronecker o la seial delta discreta. Finalmente, la

1/2

respuesta (d) también es falsa, ya que existen sefiales como x(t) = (1 + t2)~%/2, que son

cuadraticamente integrables, pero no absolutamente integrables.

La respuesta correcta es la (d), segin se desprende de las propiedades de simetria
presentadas en el apartado 2.2.

La respuesta correcta es la (b), segin se desprende de las propiedades de simetria
presentadas en el apartado 2.2.

La respuesta correcta es la (a), tal y como se indica en la propiedad de dualidad presentada
en el subapartado 2.1.6.

La respuesta correcta es la (c), tal y como se indica en el apartado 3.1.

La respuesta correcta es la (a), conclusién a la que se llega partiendo de que x(t — 1) =
x(t) * 6(t — 1) y aplicando la propiedad de convolucion de la Transformada de Fourier,
dando lugar a que F[x(¢t) * §(t — 1)] = F[x()]F[6(t — T)] = X(2)e /77,

La respuesta correcta es la (c), de acuerdo con la discusién presentada en el apartado 3.2.

La respuesta correcta es la (d), ya que la sefal basica contenida dentro de un periodo de
esta sefial periddica es x,(t) = I1(t/A) — (1/2)II(t/T). Aplicando la Transformada de
Fourier, obtenemos que X;,(2) = Asinc((24)/(2r)) — (T/2) sinc((2T)/(27)). Tras lo
cual, aplicamos esta expresion de X,(2) en ¢, = (1/T)X,(2nn/T), que es el resultado
obtenido en (109), y, con A = T /2, obtenemos que ¢, = (1/2)[sinc(n/2) — sinc(n)].

La respuesta correcta es la (d). Hay que tener en cuenta que la sefial a la salida de un
sistema viene dada por y(t) = x(t) * h(t), cuya transformada de Fourier viene dada por
Y() = X(DH(N). Sustituyendo las transformadas de Fourier de la sefial y de la
respuesta impulsional, obtenemos X(2) =82 —2y) vy HW) = (21 /02,) sinc(2/1,).
Finalmente, multiplicando ambas transformadas entre si, obtenemos que:

Y() = f)—nmnc( )5(.(2 0y = 2—nsmc( )6(.(2 o)
(155)

21
=—sinc(1) 6(2 —Ny,) =0
2
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12,

13.

14.

15.

La respuesta impulsional en (a) se corresponde con un filtro paso-banda, ya que su
respuesta en frecuencia presenta la misma forma que la respuesta ideal mostrada en la
Figura 21 (parte inferior izquierda) para este tipo de filtros. La respuesta frecuencial en (b)
se corresponde con un filtro paso-bajo, ya que el comportamiento del mdédulo de la
respuesta frecuencial mostrada en la Figura 5 es el de dejar pasar las frecuencias bajas
alrededor de la frecuencia continua y atenuar las frecuencias altas (i.e. la amplitud del
moédulo de la respuesta frecuencial del filtro disminuye gradualmente a medida que la
frecuencia aumenta). La respuesta frecuencial en (c) se corresponde con un filtro paso-
alto, ya que su respuesta en frecuencia presenta la misma forma que la respuesta ideal
mostrada en la Figura 21 (parte superior derecha) para este tipo de filtros. La respuesta
impulsional en (d) se corresponde con un filtro paso-bajo, ya que su respuesta en
frecuencia deja pasar las frecuencias bajas alrededor del origen y atenua las altas.

Las afirmaciones correctas son la (a) y la (b). El muestreo de una sefal analégica puede ser
un proceso reversible; en particular, si la sefial analdgica original es una senal de ancho de
banda finito (i.e. sefial de banda limitada) y si el proceso de muestreo consiste en un
muestreo ideal con tren de deltas a una frecuencia de muestreo igual o superior al doble
del ancho de banda de la sefial analdgica original (i.e. si se cumple el criterio de Nyquist),
entonces el muestreo es reversible, puesto que la sefial analdgica original puede ser
integramente recuperada a partir de la sefial muestreada mediante la aplicacién de un
filtro interpolador ideal (i.e. un filtro paso-bajo ideal de frecuencia de corte igual a la mitad
de la frecuencia de muestreo y de amplitud igual al periodo de muestreo). El muestreo no
es otra cosa que la conversién de tiempo continuo a tiempo discreto, con lo que dicha
conversion puede ser un proceso reversible. El aliasing no puede ser un proceso reversible,
puesto que el aliasing no es ningun proceso: es un fendmeno que sucede en el espectro de
una sefal muestreada si el muestreo ha sido realizado sin que se cumpla el criterio de
Nyquist. La conversion A/D (i.e. muestreo + cuantificacién + codificacion) nunca es un
proceso reversible, puesto que el proceso de cuantificacion es por definicion irreversible.

Solo las respuestas (a) y (c) cumplen con el criterio de Nyquist. Sin embargo, solo la
respuesta (c) garantiza que la sefial del muestreo no serd igual a cero. La respuesta
correcta es, por tanto, la (c).

La respuesta correcta es la (b), ya que la sefial muestreada contiene réplicas de la
transformada de Fourier centradas en los multiplos entero de F,,, con lo que solo la réplica
ubicada en el margen frecuencial (—F,,/2,F,/2) es la que ha de ser preservada en la
conversién D/A, de modo que el filtro interpolador ha de eliminar todo el contenido
espectral ubicado en |f| > F,, /2.

La respuesta correcta es la (d). El muestreo cumple con el criterio de Nyquist, con lo que
las réplicas del espectro de la sefal original se replican sin aliasing en cada multiplo entero
de 2n250 rad/seg. Asi, teniendo en cuenta que la sefial original es cosenoidal, vemos
que, aplicando (144), el espectro de la sefial muestreada es el siguiente:

400
X,,(2) = 250 Z 5(Q + 27mn250) + 8(2 — 27n250) (156)

n=-—oo
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El filtro aplicado tras el muestreo es un paso-bajo ideal de frecuencia de corte 2, =
2200 rad/seg y amplitud 1/400 en la banda de paso. Por lo tanto, la transformada de
Fourier de la sefial de salida del filtro es la siguiente:

250

XD =200

[6(2 + 2m150) + §(2 + 2mw100) + 6(2 — 2m100) (157)
+ 6(2 — 2m150)]

Con lo que, aplicando la Transformada inversa de Fourier, la sefial del salida del filtro es:

x,(t) = =[cos(2m100t) + cos(2m150t)] (158)

| Ul
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