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1. Respuesta natural de un circuito RLC en paralelo

Respuesta natural
El primer paso para determinar la respuesta natural del circuito, consiste en deducir la ecua-

ción diferencial que debe cumplir la tensión v(t).
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Se elige determinar la tensión primero, ya que es la misma para cada componente. Después, es
posible encontrar la corriente de rama utilizando la relación de corriente-tensión para el elemento
de cada rama. 7.2

Se obtiene fácilmente la ecuación diferencial para la tensión sumando las corrientes que se alejan
del nudo superior, donde cada corriente se expresa como una función de la tensión desconocida
v(t):

v
R
+

1
L

∫ t

0
v(τ)dτ + I0 +C

dv
dt

= 0 (1.1)

Si eliminamos la integral de la ecuación, diferenciando con respecto a t y, debido a que I0 es una
constante, obtenemos:

1
R

dv
dt

+
v
L
+C

d2v
dt2 = 0 (1.2)

7.3

Ahora, dividimos la ecuación por la capacidad C y ordenamos las derivadas en orden descen-
dente:

d2v
dt2 +

1
RC

dv
dt

+
v

LC
= 0 (1.3)

Si comparamos esta ecuación con las ecuaciones diferenciales del tema anterior, vemos que
difieren por la presencia de un término que incluye la segunda derivada. Esta ecuación es la
ecuación diferencial ordinaria de segundo orden con coeficientes constantes. Los circuitos de
este tema contienen bobinas y condensadores, de modo que la ecuación diferencial que describe
estos circuitos es de segundo orden. Por tanto, algunas veces, estos circuitos reciben el nombre
de circuitos de segundo orden. 7.4

Solución a una ecuación de segundo orden
La ecuación anterior no es posible resolverla separando las variables e integrando como se

hace en las ecuaciones de primer orden. Por tanto, el método clásico para resolverla consiste en
suponer que ésta es de forma exponencial, es decir, considerar a la tensión de la forma:

v = Aest , (1.4)

donde A y s son constantes desconocidas. Antes de mostrar como esta suposición lleva a la
solución de la ecuación, hay que demostrar que ésta es racional. Podemos advertir, que la segunda
derivada de la solución de la ecuación a resolver, más una constante multiplicada por la primera
derivada, más una constante multiplicada por la propia solución, deben sumar 0 para todos los
valores de t. 7.5

Esto sólo puede ocurrir si las derivadas de orden superior de la solución tienen la misma
forma que la solución señalada anteriormente. La función exponencial satisface este criterio.
Un segundo criterio para el uso de la función exponencial corresponde a que la solución de
todas las ecuaciones de primer orden obtenidas en el tema anterior son exponenciales. Parece
razonable suponer que la solución de la ecuación de segundo orden también incluyen la función
exponencial. Si la ecuación exponencial es una solución a la ecuación, debe satisfacer a esta
misma para todos los valores de t. 7.6
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La sustitución de la ecuación exponencial en
d2v
dt2 +

1
RC

dv
dt

+
v

LC
= 0, nos da:

As2est +
As
RC

est +
Aest

LC
= 0 (1.5)

La ecuación anterior también se puede expresar como:

Aest
(

s2 +
s

RC
+

1
LC

)
= 0 (1.6)

Esta ecuación se cumple para todos los valores de t, únicamente si A es 0 o el término en parén-
tesis es 0, ya que est es distinto de 0 para cualquier valor finito de st. 7.7

No se puede usar A = 0 como una solución general debido a que al hacerlo así, implica que
la tensión es 0 todo el tiempo (una imposibilidad física si hay energía en el condensador). Por
tanto, para que v = Aest sea una solución para la ecuación, el término entre paréntesis debe ser 0:

s2 +
s

RC
+

1
LC

= 0 (1.7)

Esta expresión se denomina ecuación característica de la ecuación diferencial debido a que las
raíces de esta ecuación cuadrática determinan el carácter matemático de v(t). 7.8

Las dos raíces posibles de esta expresión son:

s1 =−
1

2RC
+

√(
1

2RC

)2

− 1
LC

(1.8)

s2 =−
1

2RC
−

√(
1

2RC

)2

− 1
LC

(1.9)

Si cualquier raíz se sustituye en v = Aest , la solución supuesta satisface la ecuación diferencial
dada, esto es, la ecuación:

d2v
dt

+
1

RC
dv
dt

+
v

LC
= 0 (1.10)

7.9

En la ecuación característica, este resultado se cumple independientemente del valor de A.
En consecuencia, ambas ecuaciones

v(t) = A1es1t (1.11)
v(t) = A2es2t (1.12)

satisfacen la ecuación
d2v
dt2 +

1
RC

dv
dt

+
v

LC
= 0 Si llamamos estas soluciones como v1 y v2, res-

pectivamente, es posible demostrar que su suma es también una solución. 7.10

Específicamente, si se supone que v = v1 + v2 = A1es1t +A2es2t , entonces:

dv
dt

= A1s1es1t +A2s2es2t (1.13)

d2v
dt2 = A1s2

1es1t +A2s2
2es2t (1.14)

Si estas ecuaciones se sustituyen en la ecuación diferencial ordinaria de segundo orden, se obtie-
ne:

A1es1t
(

s2
1 +

1
RC

s1 +
1

LC

)
+A2es2t

(
s2

2 +
1

RC
s2 +

1
LC

)
= 0 (1.15)

7.11
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Los términos entre paréntesis son 0 ya que según la definición, s1 y s2 son las raíces de la
ecuación característica. Por tanto, podemos decir que la respuesta natural del circuito RLC en
paralelo es de la forma:

v = A1es1t +A2es2t (1.16)

Esta ecuación es una repetición de la suposición que se hizo en la ecuación v = v1 + v2, ya que
se ha demostrado que v1 es una solución, v2 también lo es; al igual que v1 +v2 es otra solución. 7.12

Las raíces de la ecuación característica (s1 y s2) están determinadas por los parámetros del cir-
cuito RLC. Las condiciones iniciales determinan los valores de A1 y A2. Hay que tener en cuenta
que la ecuación v = A1es1t +A2es2t habría que cambiarla si s1 y s2 son iguales. El comportamien-
to de v(t) depende del valor de s1 y s2. En consecuencia, el primer paso en la determinación de
la respuesta natural corresponde a determinar las raíces de la ecuación característica. 7.13

Utilizando una notación muy común se expresan las raíces s1 y s2:

s1 =−α +
√

α2−ω2
0 (1.17)

s2 =−α−
√

α2−ω2
0 (1.18)

donde:
α =

1
2RC

, ω
2
0 =

1
LC

(1.19)

A s1 y s2 se conocen como las frecuencias complejas, α se denomina la frecuencia neperiana y
ω0 es la frecuencia resonante. La frecuencia neperiana y resonante se expresan en radianes por
segundo (rad/s). 7.14

Existen tres posibles resultados. Primero, si ω2
0 < α2, ambas raíces serán reales y distintas.

Aquí se dice que la respuesta de la tensión será sobreamortiguada. Segundo, si ω2
0 > α2, tanto

s1 como s2 serán complejas, y además, conjugadas entre sí. En esta situación se dice que la
respuesta de la tensión será subamortiguada. El tercer caso es que ω2

0 = α2. En este caso, s1 y s2
serán reales e iguales. En este caso, la respuesta de la tensión será amortiguada críticamente. 7.15
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Respuesta de tensión sobreamortiguada
La respuesta para la tensión es de la forma:

v(t) = A1es1t +A2es2t (1.20)

Ahora, tenemos que tener en cuenta que:

v(0+) = A1 +A2 (1.21)
dv(0+)

dt
= s1A1 + s2A2 (1.22)

Obtenemos el valor inicial de dv/dt encontrando primero, la corriente en la rama del condensador
en t = 0+. Por tanto,

dv(0+)
dt

=
ic(0+)

C
. (1.23)

7.16

Usando la LCK para t = 0+, se obtiene iC(0+):

iC(0+) =−
V0

R
− I0 (1.24)

El proceso para la respuesta sobreamortiguada se puede resumir en:

Se encuentran las raíces de la ecuación característica, s1 y s2, empleando los valores de R,
L y C.
Se determina v(0+) y dv(0+)/dt utilizando el análisis de circuitos.
Se encuentran los valores de A1 y A2 resolviendo simultáneamente las siguientes ecuacio-
nes:

7.17
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v(0+) = A1 +A2 (1.25)
dv(0+)

dt
=

iC(0+)
C

= s1A1 + s2A2 (1.26)

Se sustituyen los valores de s1, s2, A1 y A2 en la ecuación v = A1es1t +A2es2t , para determinar la
expresión correspondiente relativa a v(t) para t ≥ 0. 7.18
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Respuesta de tensión subamortiguada
Las raíces s1 y s2 son:

s1 = −α +
√
−(ω2

0 −α2)

= α + j
√

ω2
0 −α2

= −α + jωd (1.27)
s2 = −α− jωd (1.28)

donde ωd es la frecuencia amortiguada:

ωd =
√

ω2
0 −α2. (1.29)

7.19

La respuesta de tensión subamortiguada de un circuito RLC en paralelo es:

v(t) = B1e−αt cosωdt +B2e−αt senωdt (1.30)

Esta ecuación se obtiene de v(t) = A1es1t +A2es2t . En el paso de esta ecuación a la anterior se ha
usado la identidad de Euler:

e± jθ = cosθ ± j senθ . (1.31)

7.20
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Para demostrar este resultado, se parte de:

v(t) = A1e(−α+ jωd)t +A2e−(α+ jωd)t

= A1e−αte jωd t +A2e−αte− jωd t

= e−αt(A1 cosωdt + jA1 senωdt +A2 cosωdt− jA2 senωdt)

= e−αt [(A1 +A2)cosωdt + j(A1−A2)senωdt] (1.32)

Sustituimos las constantes arbitrarias A1+A2 y j(A1−A2) por unas nuevas constantes arbitrarias
B1 y B2 para obtener:

v(t) = e−αt(B1 cosωdt +B2 senωdt)

= B1e−αt cosωdt +B2e−αt senωdt (1.33)

7.21

Las constantes B1 y B2 son reales, no complejas, ya que la tensión es una función real. En
la respuesta que estamos estudiando, A1 y A2 son conjugadas complejas y, por ello, B1 y B2
son reales. Determinamos B1 y B2 por la energía inicial almacenada en el circuito, de la misma
forma que se determinó A1 y A2 por la respuesta sobreamortiguada: evaluando v en t = 0+ y su
derivada en t = 0+. Ahora, s1, s2, α y ωd están fijadas por los parámetros RLC del circuito. Para
la respuesta subamortiguada, las dos ecuaciones simultáneas que determinan B1 y B2 son:

v(0+) = V0 = B1 (1.34)
dv(0+)

dt
=

ic(0+)
C

=−αB1 +ωdB2 (1.35)

7.22
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¿Cómo es la forma de la respuesta subamortiguada? Primero, las funciones trigonométricas
indican que la respuesta es oscilatoria; esto es, la tensión se alterna entre valores positivos y ne-
gativos. Segundo, la amplitud de la oscilación disminuye en forma exponencial. La velocidad a
la cual la amplitud se reduce está determinada por α . A α se le conoce como factor de amor-
tiguamiento o coeficiente de amortiguamiento. Esto explica por qué ωd se denomina frecuencia
amortiguada. Si no hay amortiguamiento, α = 0 y la frecuencia de oscilación corresponde a ω0. 7.23

Siempre que existe un elemento disipativo , R, en el circuito, α 6= 0 y ωd <ω0. De este modo,
cuando α 6= 0, se dice que la frecuencia de oscilación será amortiguada. El comportamiento
oscilatorio es posible debido a los dos tipos de elementos de almacenamiento de energía en el
circuito: la bobina y el condensador. 7.24

Resp. de tensión críticamente amortiguada
El circuito de segundo orden que estamos estudiando se amortigua críticamente cuando ω2

0 =
α2 o ω0 = α . Cuando el circuito está críticamente amortiguado, la respuesta está a punto de
oscilar. Además, las dos raíces de la ecuación característica son reales e iguales; esto es:

s1 = s2 =−α =− 1
2RC

(1.36)

Cuando esto ocurre, la solución para la tensión ya no toma la forma de la ecuación v = A1es1t +
A2es2t . Esta ecuación ya no es aplicable puesto que s1 = s2 =−α y, esta misma predice que:

v = (A1 +A2)e−αt = A0e−αt (1.37)

donde A0 es una constante arbitraria. 7.25
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Esta ecuación no puede satisfacer dos condiciones iniciales independientes (V0, I0) con sólo
una constante arbitraria, A0. Recuérdese que los parámetros del circuito R y C fijan α . Para
resolver este dilema regresamos a la suposición de que la solución toma la forma de la ecuación
v = A1es1t +A2es2t . Cuando las raíces de la ecuación característica son iguales, la solución para
la ecuación diferencial toma una forma diferente, esto es:

v(t) = D1te−αt +D2e−αt (1.38)

En caso de una raíz repetida, la solución incluye un término exponencial simple más el producto
de un término lineal y de uno exponencial. 7.26

Para determinar la solución, hay que obtener D1 y D2; para ello, utilizamos los valores ini-
ciales de la tensión y la derivada del mismo con respecto al tiempo para escribir dos ecuaciones
que contienen a D1 y/o D2. Entonces, las dos ecuaciones simultáneas necesarias para determinar
D1 y D2 son:

v(0+) =V0 = D2 (1.39)
dv(0+)

dt
=

ic(0+)
C

= D1−αD2 (1.40)

En la respuesta críticamente amortiguada, tanto la expresión de v(t) como las ecuaciones simul-
táneas correspondientes a D1 y D2 difieren de aquellas para la respuesta sobre y subamortiguada.

7.27

Es raro encontrar en la práctica sistemas críticamente amortiguados, debido a que ω0 debe
ser exáctamente igual a α . Estas cantidades dependen de los parámetros de los circuitos, y en un
circuito real es muy difícil que ω0 = α . En la práctica, hay que ajustar manualmente un circuito
para llegar a esta condición. 7.28

7-14



2. Respuesta escalón de un circuito RLC en paralelo

Resp. escalón
La obtención de la respuesta al escalón de un circuito RLC en paralelo implica determinar la

tensión a través de las ramas paralelas o la corriente en las ramas individuales como consecuencia
de una aplicación repentina de una fuente de corriente continua. Tal vez puede haber o no energía
almacenada en el circuito cuando se aplica la fuente. Esto se representa en el siguiente circuito:

I
t=0

C

ic

L R

iL iR +

-

v

Para desarrollar el método para calcular la respuesta escalón es necesario obtener la corriente en
la rama de la bobina (iL). 7.29

Esta corriente es interesante porque no se acerca a 0 cuando t aumenta. Más bien, después
de que el interruptor ha estado abierto durante mucho tiempo, la corriente de la bobina es igual
a la corriente I de la fuente continua. Para determinar la respuesta escalón, suponemos que la
energía inicial almacenada en el circuito es 0. Esta suposición simplifica los cálculos y no altera
el proceso. Para encontrar la corriente de la bobina iL, debemos resolver una ecuación diferencial
de segundo orden igual a la función forzada I, que se obtiene a partir de la ley de la corriente de
Kirchhoff:

iL + iR + iC = I. (2.1)

Simplificando,

iL +
v
R
+C

dv
dt

= I. (2.2)

7.30
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Método indirecto
Se puede resolver la ecuación respecto a iL, determinando primero la tensión v. Regresamos

a la ecuación:
iL +

v
R
+C

dv
dt

= I (2.3)

y se expresa iL como una función de v, de tal modo:

1
L

∫ t

0
v(τ)dτ +

v
R
+C

dv
dt

= I (2.4)

Derivando, el lado derecho de la igualdad es 0, puesto que I es constante. Así,

v
L
+

1
R

dv
dt

+C
d2v
dt2 = 0⇒ d2v

dt2 +
1

RC
dv
dt

+
v

LC
= 0 (2.5)

7.31

Debido a que hay una fuente en el circuito para t ≥ 0, debe tomarse en cuenta el valor de la
corriente en t = 0+ cuando se evalúen los coeficientes en las expresiones:

v(t) = A1es1t +A2es2t (2.6)
v(t) = B1e−αt cosωdt +B2e−αt senωdt (2.7)
v(t) = D1te−αt +D2e−αt (2.8)

Estas expresiones son las posibles soluciones de la ecuación diferencial para los tres casos de las
raíces de la ecuación característica, ya que el valor de v depende de estas raíces. 7.32

Para calcular iL, sustituimos estas tres soluciones en iL + v
R +C dv

dt = I:

iL(t) = I +A
′
1es1t +A

′
2es2t (2.9)

iL(t) = I +B
′
1e−αt cosωdt +B

′
2e−αt senωdt (2.10)

iL(t) = I +D
′
1te−αt +D

′
2e−αt (2.11)

donde A
′
1, A

′
2, B

′
1, B

′
2, D

′
1 y D

′
2 son constantes arbitrarias. En cada caso, las constantes primas pue-

den calcularse indirectamente en téminos de las constantes arbitrarias asociadas con la solución
de la tensión pero esos cálculos no son sencillos. 7.33

Método directo
Resulta más fácil calcular las constantes primas directamente en términos de los valores ini-

ciales de la función de respuesta. Para el circuito que se está analizando, encontramos las cons-
tantes primas a partir de iL(0) y diL/dt. La solución para una ecuación diferencial de segundo
orden con una función forzada constante es igual a la respuesta forzada más una función de res-
puesta idéntica en forma a la respuesta natural. De este modo, es posible escribir la solución para
la respuesta escalón en una de las dos formas:

i(t) = I f +

{
función de la misma forma
que la respuesta natural

}
,

o también

v(t) =Vf +

{
función de la misma forma
que la respuesta natural

}
,

donde I f y Vf representan el valor final de la función de respuesta. El valor final tal vez sea 0. 7.34
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3. Respuesta natural y escalón de un circuito RLC en serie

Respuesta natural y escalón
Los métodos para calcular la respuesta natural y escalón de un circuito RLC en serie son

los mismos que se han utilizado para un circuito RLC en paralelo. Empezamos sumando las
tensiones alrededor de la trayectoria cerrada en el circuito que se muestra a continuación:

R L

Ci
+
-
v0

I0

Con este circuito podemos decir:

Ri+L
di
dt

+
1
C

∫ t

0
i(τ)dτ +V0 = 0 (3.1)

7.35

Después, derivamos con respecto a t y obtenemos:

R
di
dt

+L
d2i
dt2 +

i
C

= 0 (3.2)

y esta ecuación la podemos simplificar:

d2i
dt2 +

R
L

di
dt

+
i

LC
= 0 (3.3)

Vemos que esta ecuación tiene la misma forma que la de un circuito RLC en paralelo
(

d2v
dt

+
1

RC
dv
dt

+
v

LC
= 0
)

,

con lo cual, podemos seguir el mismo procedimiento. La ecuación característica para un circuito
RLC en serie es:

s2 +
R
L

s+
1

LC
= 0 (3.4)

7.36

Las raíces de la ecuación característica son:

s1,2 =−
R
2L
±

√(
R
2L

)2

− 1
LC

(3.5)

o bien,

s1,2 =−α±
√

α2−ω2
0 (3.6)

La frecuencia neperiana (α) para el circuito RLC en serie es:

α =
R
2L

rad/s (3.7)

La expresión para la frecuencia resonante es igual a:

ω0 =
1√
LC

rad/s (3.8)

7.37
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Una cuestión importante es que la frecuencia neperiana de un circuito RLC en serie es dife-
rente de un circuito RLC en paralelo, aunque las frecuencias resonantes son las mismas para
ambos tipos de circuitos. La respuesta de la corriente estará sobreamortiguada, subamortiguada o
críticamente amortiguada de acuerdo con que si ω2

0 < α2, ω2
0 > α2 u ω2

0 = α2 respectivamente.
Por tanto, las tres posibles soluciones para la corriente son:

i(t) = A1es1t +A2es2t (sobreamort) (3.9)
i(t) = B1e−αt cosωdt +B2e−αt senωdt (subamort) (3.10)
i(t) = D1te−αt +D2e−αt (críticamente amort) (3.11)

Una vez obtenida la respuesta de corriente natural, se puede calcular la respuesta de tensión
natural en cualquier elemento del circuito. 7.38

Para verificar que el procedimiento para determinar la respuesta escalón de un circuito RLC
en serie es la misma que la del circuito RLC en paralelo, demostramos que la ecuación diferencial
que describe la tensión del condensador del circuito:

i
R L

C

t=0 + -vR + -vL

+

-
vC+

−
V

tiene la misma forma que la ecuación diferencial que describe la corriente de la bobina en el
circuito:

iC iL iR
RLCt=0

+

-

v

7.39

Por conveniencia, suponemos que no hay energía almacenada en el circuito en el instante que
el interruptor se cierra. La aplicación de la ley de la tensión de Kirchhoff en el circuito RLC en
serie da:

V = Ri+L
di
dt

+ vc (3.12)

La corriente i se relaciona con la tensión de la capacidad (vc) mediante la expresión:

i =C
dvc

dt
(3.13)

de la que se obtiene:
di
dt

=C
d2vc

dt2 (3.14)

7.40

Sustituyendo las dos ecuaciones anteriores en la ecuación resultante de aplicar la ley de
Kirchhoff de la tensión se obtiene:

d2vc

dt2 +
R
L

dvc

dt
+

vc

LC
=

V
LC

(3.15)

Esta ecuación tiene la misma forma que la del circuito RLC en paralelo
(

d2iL
dt2 +

1
RC

diL
dt

+
iL
LC

=
I

LC

)
,

y por consiguiente el método para determinar vc es el mismo que para calcular iL. 7.41
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Las tres soluciones posibles para vc son:

vc = Vf +A
′
1es1t +A

′
2es2t (sobreamort) (3.16)

vc = Vf +B
′
1e−αt cosωdt +B

′
2e−αt senωdt (subamort) (3.17)

vc = Vf +D
′
1te−αt +D

′
2e−αt (críticamente amort) (3.18)

donde Vf es el valor final de vc. En consecuencia, según el circuito, el valor final vc es la tensión
V de la fuente de continua. 7.42
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