UOC - SIS Il - EJERCICIOS RESUELTOS MODULO 3
La Transformada Discreta de Fourier

Enunciados

1. Calcula la Transformada Discreta de Fourier (DFT) de cada una de las siguientes
secuencias x[n] (observacién: denotamos xn = x[n] ):

a) xo=1, x; = —1
b) x0=1, x1=1, x2:_1, X3:_1.
) x0=3, x;1= -1, x, =4, x3= 2.

d) x0=1' x1=01 x2=01 X3=—1, x4=0, X5=0.

2. Dada la secuencia de longitud N = 4, definida por x[n] = cos(gn) paran =

0,1,2,3 calcula su Transformada Discreta de Fourier (DFT).

3. Calcula la Transformada Discreta Inversa de Fourier (IDFT) de las secuencias:
a) X=(0,2)
b) X =(0,—-2j,0,2j).

c) X=(04,000004).

4. Calcula la transformada discreta de Fourier (DFT) de la secuencia:
Xo =3 + 2, x; = 12j, X, =1—], X3 =—1—].
5. Calcula la transformada discreta inversa de Fourier (IDFT) de la secuencia:

Xo =], X1=1+}, X, =2—-12j, X3 =3+].

6. Dadas las siguientes secuencias:

x1[n]=11,2,3,4]



XZ[I’)] = [ _21 31 11 6 ]
a) Calcula las DFT usando la expresiéon de la ecuacidn de analisis.

b) Calcula las DFT de manera matricial.

7. Dada lasecuencia x[n] = (1,1,—1,—1):
a) Calcula su DFT.

b) Dada y[n] =x[n+ 2], calcula su DFT utilizando la propiedad de
desplazamiento en el tiempo.

.2TC

2

]

c) Dadaz[n] = w3x[n] donde w = e’+ ™", calcula su DFT utilizando la propiedad

de desplazamiento en la frecuencia.

d) Calcula la DFT de y[n]y z[n] a partir de la definicién y comprueba que se
obtiene el mismo resultado que en los apartados (b) y (c).

8. LaDFTdex[n] = a™esX[k] = ;znk

1-ae /N
a) éCudleslaDFTdex [n] = a™1?

b) éCudleslaDFTdex,[n] = a®+a™1?

9. La DFT de x[n] es X[k]. Indica cudles de los siguientes pares de transformadas son
correctos, justificando tu respuesta.
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a) x[n+1] o X[kle’~.

b) x[-n] & X[k].

.21k

c) x[n—1] & X[k]e’~ .

10. Dadas las siguientes secuencias discretas:

x; = {1,1,0,0,0}
x, = {2,1,1,0,0}
calcula su convolucidn circular de 5 muestras

11. Calcula la convolucién circular de 9 muestras de las siguientes secuencias (ambas
de periodo N = 9):

x[n] ={.,11,1,1,00,1,1,1,..}
x,[n] = {..,0,0,1,1,1,1,1,0,0, ... }



12. Dadas las secuencias siguientes:
x1[n] = [1,2,3,4]
x;[n] =[—2,3,1,6]
a) Calcula la DFT de la seial x; usando la expresion de la ecuacion de analisis.
b) Calcula la DFT de la sefial x, de manera matricial.

c) Calcula la convolucion circular de las sefiales x; y x, de forma que el resultado
sea igual a hacer la convolucién lineal.

d) Indica si es verdadera la siguiente afirmacidn, justificando tu respuesta:
IDFT,(DFT,(x,[n]) - DFTy(x2[n])) = x;[n] * x2[n],

donde DFTy e IDFTy quieren decir una DFT y una IDFT de N puntos/muestras,
respectivamente. Asimismo el simbolo * es la convolucién lineal de ambas
senales.

e) Calcula, siguiendo el método que quieras, la IDFT de la sefial X;[k] obtenida en
el apartado (a).

13. Dada la siguiente secuencia:

x1[n] = [4,3,2,1]
a) Calcula la DFT de la sefial x;de manera matricial.

b) Imagina que tenemos una sefial x,[n] periddica que tiene como sefial patréon
x1[n]. éCudles serian los coeficientes a; de la serie discreta de Fourier de la
sefial x,[n] ?

c) Siqueremos:
x1 Oy X3 = Xp * Xq,
es decir, hacer la convolucion circular de la sefial x; por si misma, y ademas que
su resultado sea igual a la convolucion lineal de la sefial x; por si misma. éDe

cuantas muestras (valor de N), como minimo, debemos hacer la convolucion
circular para que sea igual a la convolucidn lineal? Razénalo.

14. Dadas las siguientes secuencias:
x;[n] = [4,3]
Xz[n] = [1,—1]
xz[n] = xq[n] * xz[n]

calcula la sefal x5 haciendo la convolucidn circular de las sefiales x; y x,. Es decir:



xz[n] = x1[n] ®y xz[n]

14. Dadas las siguientes sefiales x1[n] y x2[n],

x1[n] x2[n]
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Calcula la expresidon que relaciona sus DFTs X1[k] y X2[k], SIN calcular explicitamente
las DFTs.

15.Six1[n]=(2, 4,0, 1)

Sabiendo que la relacién entre las transformadas de Fourier (DFT) de 4 muestras de
-j6pk

x1[n] y otra sefial x2[n] es la siguiente: X,[k]=3X [k]e *

Calcula x2[n], SIN calcular explicitamente las transformadas DFT X1[k] ni Xz[k].

16. Considera las secuencias h[n]:{l,B,—l,—Z} y x[n]={1,2,0,—1}. Comprueba la

DFT
propiedad de convolucidn circular xq[n]x,[n] <« X;[k] ® X,[k]

17. Calcula la convolucidn lineal de las siguientes secuencias mediante la convolucién
circular
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SOLUCIONES

1. Calcula la Transformada Discreta de Fourier (DFT) de cada una de las siguientes
sefiales:

a) xo=1, x; = —1
Aplicamos la definicidn de la DFT:
N-1 Con
Xkl = ) xfnle /X" k=0, N1,

n=0
donde en este ejercicio N = 2.

2T 2T
X[kl=1-e7Z2" -1.e72" =1 - (-1)* =1+ (1)1~

Asi pues,
X[0]=1+ (-1 % =0,
X[1]=1+ (Dt =2
La solucidn se puede reescribir de la siguiente forma:

También se puede resolver este ejercicio usando matrices:
500 gmizo1) (g 11 1 0
X=M-x=[€ 2 e "2 . — : — ,
(e ) (-0 ()= 0)
donde cada fila de M se corresponde con un valor de k (empezando desde 0) y cada
columna corresponde a un valor de n (empezando desde 0).

b) x():l, X1=1, x2=—1, X3=—1.

Aplicando la definicion de DFT:
X[k]=1- eIT0 4 1. TITH 1. o 7igkE 1. gk
=141 (-DF -1 (-DF-1- ()",

X[0] =0,
X[1] =2 - 2j,
X[2] =0,
X[3] =2+ 2j,

Asi pues, el resultado es |X = (0,2 -2j,0,2 + 2j) |
También se podria haber resuelto de forma matricial.




) x0=3, x;= -1, x, =4, x3= 2.

Aplicando la definicién de DFT:

X[k] =320 — 1. 72" 4 4. 77" 1 2. ¢7I7*3=

=3-1-()+4-DF+2-()~

Asi pues, el resultado es|X =(8,—1+3j,6,—1 — 3)) |

d) x():l, X1=0, Xy =

0, x3= -1, x,= 0, x5 = 0.

El resultado es|X = (O,2,0,2,0,2)|.

2. Dada la secuencia de longitud N = 4, definida por x[n] =

cos(g n) paran

0,1,2,3 calcula su Transformada Discreta de Fourier (DFT).

.
Tenemos una secuencia de longitud N = 4y por lo tanto e’z = cos (n) + j sin (g)

j. El vector x es igual a:

2

x = (cos (g 0) , COS (g 1) ,COS (% 2) , COS (g 3)) = (1,0,—1,0).
Esta vez calcularemos la DFT de forma matricial:

T 1 1 1 1 0

I S A 0_{(2
X=M-x=11 1 1 21 {21)7 o
1 j -1 —j 0 2

3. Calcula la Transformada Discreta Inversa de Fourier (IDFT) de las secuencias:

a) X =(0, 2)

Aplicamos la definicién de IDFT:

siendo N = 2.

x[n] =

b) X =(0,—-2j,0,2)).

x[0] =1,

Este apartado lo resolveremos de forma matricial:



1 1 1 1 1 1 1 1
(1 = -1 IR ¥ B N B B
M‘<1—11 1] Y M=l 51 1)
1 j -1 —j 1 = -1
X=M-x; MY X=M?1TM-x; M1 -X=x;
1 1 1 1 0 0
11 j -1 —j —2j 1[ 4
— -1 _ = — =
x=MTX=211 2101 0 2| o
1 - -1 2j —4
c) X=1(04,0000,04).
Tenemos una secuencia de longitud N = 8.
11\1—1 n,
x[n]=ﬁ X[k]le’N*" k=0,..,N—1
k=0
Asi pues:
1 v 1 1
_ jzkn _ — L Jzn jz7n\ _ jon j=7n\ _
x[n]—BzX[k]€4 8(464 +4e4) 2(e4 +e4)
k=0 "
: T
—_ = (,izn -j _ -
2(e4 +e 4) cos(4n)
Asi pues:

x[1] = cos (% 1) = g
T T
x[2] = cos (Z 2) = cos (E) =0,
x[3] = cos (%3) = —g,

x[5] = cos (ES) = —E,

4 2
T
x[6] = COS(Z 6) =0,
x[7] = cos (% 7) = g

Por lo tanto, el resultado es:

= - -5 v __FOF
ve (1P 2 IOP 2 ) 1; 2

V2 V2 2 VI
2

4. Calcula la transformada discreta de Fourier (DFT) de la secuencia:

x0:3+2], x1:12j, x2=1—j, x3:_1_j.



Matricialmente, sabiendo que N = 4, obtenemos que:

1 1 1 1 3+2) 3+12)
ol b o g 12 [ 15+
1 -1 1 -1 1—j 5 — 10j
1 j -1 — —1—j —11 + 4j

5. Calcula la transformada discreta inversa de Fourier (IDFT) de la secuencia:
Xo=j, Xi=1+4+j, X,=2-2j, X3=3+].

Matricialmente, sabiendo que N = 4, obtenemos que:

1 1 1 1 j 1.5+ 0.25]
1f1 -1 —j\ [ 1+j )| _[-05+ 025
*Z2l1 -1 1 -1){2-2/)7 | -05-0.75)
1 — -1  j) \3+j —0.5 + 1.25)

6. Calcula la DFT de la secuencias:

x1[n]=[1,2,3,4]
X0=10, X1=_2+2], X2=_2, X3=_2_2]

x2[n]=[-2,3,1,6]
Xy =28, X, =-3+3j, X, =—10, X3 =—-3-3j

7. Dada la secuencia x[n] = (1,1,—1,—1):
a) Calcula su DFT.

Aplicando la definicién de DFT:

X[k]=1- eITHO L L omITKL _ 1. gmigk2 _q . gmiGka=
=1+1-(=pPF-1--DF-1-PH~

X[1] =2 -2j,
X[2] =0,
X[3] =2 +2j,

Asi pues, el resultado es |X = (0,2 -2j,0,2 + 2j) |

También se podria haber resuelto de forma matricial.



b) Daday[n] = x[n + 2], calcula su DFT utilizando la propiedad de desplazamiento
en el “tiempo”.

El desplazamiento es -2, ya que si seguimos rigurosamente la propiedad de
desplazamiento temporal, tenemos que x[n — (—2)]. Sabemos que el desplazamiento

2T
~ . . , —j—k(-2 1 ,
temporal afiade una exponencial en frecuencia que serd e /2 (=2 = gimk g pues,
cada muestra de la sefial X[k] estara multiplicada por esta exponencial:

Y[0] = /™ . X[0] =1-0 =0,
Y[1] = /™ - X[1] = (-1)- (2 -2)) = -2+ 2j,
Y[2] =e/™-X[2]=1-0=0,
Y[3]=e/™ - X[38] = (-1)- (2 +2)) = -2 -2j,

Por lo tanto, el resultado es|Y =(0,-2+2j,0,—-2— 2j)|

.2TC
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c) Dadaz[n] = w3x[n] donde w = e’+", calcula su DFT utilizando la propiedad de

desplazamiento en la “frecuencia”.

Sabemos que una exponencial en el dominio temporal implica un desplazamiento
frecuencial. Asi pues Z[k] = X[k — 3].

Z[0] = X[-3] = X[-3 + 4] = X[1] = 2 — 2j,
Z[1] = X[-2] = X[-2 + 4] = X[2] = 0,
Z[2] = X[-1] = X[-1+ 4] = X[3] = 2 + 2j,
Z[3] = x[0] = 0.

Por lo tanto,

1Z=(2-2/,0,2+2j,0)|

Se ha de tener presente que todas las operaciones que aparecen con los indices k o n,
siempre se deben hacer mddulo N. Esto se hace para trabajar con valores que estén
dentro del intervalo [0, N — 1]. Asi para N = 4, tenemos que x[6] = x[6 mod 4] =
2 (nos quedamos con el resto de dividir 6 entre 4). Para x[4], tenemos que x[4] =
x[0]. Si el numero es negativo, por ejemplo, x[—3], entonces le sumamos N hasta que
sea positivo y luego, si es necesario, hacemos el médulo. X[—3] = x[-3 + 4] = x[1] y
x[—6] = [—-6+ 4 + 4] = x[2].

d) Calcula la DFT de y[n] y z[n] a partir de la definicidn y comprueba que se obtiene
el mismo resultado que en los apartados(b) y (c).

Para y[n] = x[n + 2] tenemos que:
yl0] = x[2] = -1,
y[1l = x[3] = -1,
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y[2] = x[4] = x[4 mod 4] = x[0] =1,
y[3] = x[5] = x[5mod 4] = x[1] = 1.

1 1 1 1\ /-1 0
_ _ (1 = -1 1) [-2+2j

Y=M-y=1{, 17 1 1 ]= 0
1 j -1 - 1 22

x[n] , sabiendo que w® = (—j)™, tenemos que:
z[0] = (=))°x[0] = 1,
z[1] = (=)N'x[1] = —j,
z[2] = (=))* x[2] = x[0] = 1,
z[3] = (=) *x[3] = x[1] = —j.

1 1 1 1 1 2-2j
_ _(t = -1 —J\_[ O
z=M-z=11 1 1 2]l 1]7 242
1 j -1 - —J 0
8. LaDFTdex[n] = a™esX[k] = ;m
1-ae /N

a) éCudleslaDFTdex [n] = a™1?

Vemos que se aplica un desplazamiento temporal sobre la sefial original. Esto implica
la aparicion de una exponencial en el dominio frecuencial. Asi pues:

1 _j2mk
Xilkl=| ———z% |- e’V

1—ae /N

b) éCudleslaDFTdex,[n] = a®+a™1?

Aplicando la propiedad de linealidad, obtenemos que:

.21k

1 e /N
Xqlk] = _,ﬂ‘l' _2nk
1—ae ' N 1—aqe ' N

9. La DFT de x[n] es X[k]. Decid cudles de los siguientes pares de transformadas son
correctos, justificando vuestra respuesta.

11
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a) x[n+1] o X[kle’~.

Es correcta porque verifica la propiedad de desplazamiento temporal.

b) x[-n] & X[k].

Esta transformada no es correcta, porque la TF de la inversién temporal es x[—n]

o X[—k].

.2k

c) x[n—1] & X[k]e’~ .

Esta transformada no es correcta, puesto que no verifica la propiedad de
desplazamiento temporal. De hecho, la sefial temporal es diferente a la del apartado A
y da la misma sefial en frecuencia. Si el apartado A es correcto, éste debe ser
incorrecto.

10. Calcula la convolucidn circular de 5 muestras de las siguientes sefales

x; = {1,1,0,0,0}
x, ={2,1,1,0,0}
Vemos que las sefales son de la misma longitud, N =5. Hay que desplazar
circularmente 5 veces una de las sefiales, en nuestro caso, sera x,.
n =0 2x;[((-m))s]
x1[n] = {1,1,0,0,0}
x,[n] ={2,0,0,1,1}

Ahora multiplicamos ambas sefiales y sumamos los valores para obtener x3[0]:
x3[0]=1-24+1-0+0:-0+0-14+0-1=2
Seguimos con el mismo procedimiento:
n=12x[((1-m))s]
x1[n] = {1,1,0,0,0}
x,[n] = {1,2,0,0,1}
Ahora multiplicamos ambas sefiales y sumamos los valores para obtener x3[1]:
x3[1]=1-14+1-24+40:-0+0-04+0-1=3
n =2 2x,[((2—-m))s]
x1[n] = {1,1,0,0,0}
x,[n] = {1,1,2,0,0}
Ahora multiplicamos ambas sefiales y sumamos los valores para obtener x3[2]:
x3[2]=1-14+1-140:-24+0-04+0-0=2
n =3 2x[((3—m))s]
x1[n] = {1,1,0,0,0}
x,[n] ={0,1,1,2,0}
Ahora multiplicamos ambas sefiales y sumamos los valores para obtener x3[3]:
x%3[3]=1-0+1-14+0-14+0:-24+0:-0=1
n=142x[((4 —m))s]
x1[n] = {1,1,0,0,0}

12



x,[n] = {0,0,1,1,2}
Ahora multiplicamos ambas sefiales y sumamos los valores para obtener x3[4]:
x3[4]=1-0+1-0+0-14+0-14+0-2=0
Asi pues la sefial x3[n] que surge de la convolucidn circular es:
lx3[n] = {2,3,2,1,0}

Tras ver estos ejemplos, se recomienda poner en practica los conocimientos
adquiridos mediante la realizacién de los ejercicios de la coleccién de problemas
asociados a este médulo.

11. Calcula la convolucién circular de 9 muestras de las siguientes secuencias (ambas
de periodo N = 9):

xn] ={..11,1100111,..}
x,[n] = {..,0,0,1,1,1,1,1,0,0, ...}

La solucidn es:

lyln] ={...,334555433,,..}|

Paso a paso se operaria de la siguiente manera:

Primero, para cada una de las sefiales, sélo nos quedamos con la informacién que
forma un periodo:

x[n] = {1,1,1,1,0,0,1,1,1}
x,[n] = {0,0,1,1,1,1,1,0,0}

Sabemos que el resultado de la siguiente convolucién circular no serd igual a la
convolucién lineal de ambas sefales (ya que la convolucidn circular deberia ser, como
minimo, de 17 muestras).

A continuacién, aplicaremos el método de desplazamiento circular. El primer
desplazamiento es n = 0.

X, [((—m))g] ={0,0,0,1,1,1,1,1,0}

Vemos que es como si reflejdramos la sefial x,[n], es decir, la girdramos respecto al
eje Y. Ahora se multiplica punto a punto la sefial girada con x; y se suman los valores:

x,[n] = {1,1,1,1,0,0,1,1,1}
X, [((—m))g] ={0,0,0,1,1,1,1,1,0}

ly[0]=1+1+1=3]

Desplazamos circularmente (girar) una unidad (n = 1) la sefial x,[n]:
X, [((1 - m))g] ={0,0,0,0,1,1,1,1,1}

Esta nueva sefial la multiplicamos punto a punto con x;[n] y sumamos los valores:

13



xl [n] = {1P111111010111111}
X, [((1 - m))g] ={0,0,0,0,1,1,1,1,1}

ly[1]=1+1+1=3]

Ahora vamos girando la sefial x,[n] hasta que lleguemos al noveno desplazamiento.
Asin =2

x,[n] = {1,1,1,1,0,0,1,1,1}
X, [((2 - m))g] = {1,0,0,0,0,1,1,1,1}

y[2l=1+1+1+1=4]|

42 desplazamiento (x,[n] desplazada circularmente 3 unidades, n = 3):
x.[n] ={1,1,1,1,0,0,1,1,1}
% |(3=m),| = {1,1,0,0001,1,1}

ly[38]=1+1+1+1+1=5|

52 desplazamiento (x;[n] desplazada circularmente 4 unidades, n = 4):
x.[n] ={1,1,1,1,0,0,1,1,1}
% |((4—m)),| = {1,1,1,00001,1}

ly[4]=1+1+1+1+1=5)|

62 desplazamiento (x,[n] desplazada circularmente 5 unidades, n = 5):
x[n] ={1,1,1,1,0,0,1,1,1}
X, [((5 - m))g] = {1,1,1,1,0,0,0,0,1}

ly[5]=1+1+1+1+1=5|

72 desplazamiento (x,[n] desplazada circularmente 6 unidades, n = 6):
x[n] ={1,1,1,1,0,0,1,1,1}
X, [((6 - m))g] = {1,1,1,1,1,0,0,0,0}

ly[6] =1+1+1+1=4|

82 desplazamiento (x,[n] desplazada circularmente 7 unidades, n = 7):
x[n] ={1,1,1,1,0,0,1,1,1}
X, [((7 - m))g] = {0,1,1,1,1,1,0,0,0}

ly[71=1+1+1=3]

92 desplazamiento (x,[n] desplazada circularmente 8 unidades, n = 8):

x[n] = {1,1,1,1,0,0,1,1,1}
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%, |((8 = m)),| = {0,0,1,1,1,1,1,0,0}

ly[8]=1+1+1=3]

12. Dadas las secuencias siguientes:
x1[n] = [1,2,3,4]
xz[n] =[-2,3,1,6]
a) Calcula la DFT de la seial x; usando la expresion de la ecuacion de analisis.

Partiendo de la expresion:

—'2—nkn
X, k] = x.[n] e’ N
n=0

y sabiendo que N = 4, obtenemos:

3 3

— 2 kn ~iZkn ~iZk —jmk — k3

Xi[k] = ) x[n]-e 74 =Zx1[n]-e 2 = 1 4+ 2e72F + 3 eIk 4 4072

n=0 n=0

X [0]=14+24+3+4= 10
Xi1l=1+2-(—)D+3-(-D+ 4= -2+2j
X[2]1=142-(-1)+ 34+4-(-1) = -2
X B8]=142j+3-(-D)+4- (=) =-2-2j

Por lo tanto, el resultado que nos piden es:

1 X1[n] = [10, -2 + 2j, —2,—2 — 2]

b) Calcula la DFT de la sefial x, de manera matricial.

Sabemos que N = 4, asi pues, debemos construir la matriz D de 4x4.

1 1 1 1\ /-2 —2+3+1+6
1 - -1 3 2-3j—1+6]
Ll =D-xlnl =\ 3 1 )| 1] 22-3+1-56
1 j -1 -/ \e 243/ —1-6]

8

[ -3+3;

10

~3-3;

c) Calcula la convolucion circular de las sefales x; y x, de forma que el resultado sea
igual a hacer la convolucion lineal.
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Para que la convolucidn circular sea igual a la lineal, se debe cumplir la siguiente
condicion:

N>=N +N,—1

Asipues, N>44+4—-1, N=>7.

Debemos expandir las dos secuencias a 7 muestras afiadiendo ceros (zero padding):

%,[n] = [1,2,3,4,0,0,0]
X2 [n] = [_2!31116101010]

Ahora podemos realizar la convolucidn circular.

n=0

x1[n] = [1,2,3,4,0,0,0]
X, [((—m))7] = [-2,0,0,0,6,1,3]
x:[0]=1-(=2)+2-0+3-0+4-0+0-6+0-1+0-3= —2

x1[n] = [1,2,3,4,0,0,0]
% |((1=m)), | = [3,-2,0006,1]

x3[1]=1-34+2-(-2)+3:0+4-04+0-04+0-6+0-1= —1

x,[n] = [1,2,3,4,0,0,0]
X, [((2 - m))7] = [1,3,-2,0,0,0,6]

x%3[2]=1-1+2-34+3-(-2)+4:-04+0:-04+0-0+0:-6=1

x,[n] = [1,2,3,4,0,0,0]
X, [((3 - m))7] = [6,1,3,~2,0,0,0]

x3[3]=1-642-1+3-3+4-(—2)+0-0+0-0+0-0= 9

x,[n] = [1,2,3,4,0,0,0]
X, [((4 - m))7] =[0,6,1,3,—2,0,0]

x3[4]=1-0+2-64+3-1+4-340-(=2)+0-0+0-0= 27

x;[n] = [1,2,3,4,0,0,0]
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%, |((5 = m)), | = [0,0,6,1,3,-2,0]

x3[5]=1-04+2-04+3-64+4-1+0-34+0-(-2)+0-0= 22

x1[n] = [1,2,3,4,0,0,0]
%, [((6=m)), | =10,0,0613,-2]
x3[6]=1-0+2-04+3-0+4-6+0-14+0-34+0-(=2)= 24
Por lo tanto, la solucion es:

1x3[n] = x1[n] ®; x,[n] = [-2,—1,1,9,27,22,24]|

Recordad que el simbolo ® p indica una convolucién circular de N puntos/muestras.

d) Indica si es verdadera la siguiente afirmacién justificando la respuesta

IDFT,(DFT,(x1[n]) - DFT,(x5[n])) = x1[n] * xa[n],

donde DFTy e IDFTy quieren decir una DFT y una IDFT de N puntos/muestras,
respectivamente. Asimismo el simbolo * es la convolucion lineal de ambas
sefales.

Esta afirmacién no es cierta. Para que lo sea, la DFT y la IDFT deberian ser de como
minimo 7 puntos/muestras, ya que recordemos dos cosas:

x1[n] @ x5[n] o Xy [k] - X,[k]

x1[n] ®y x5[n] = xq[n] * x,[n] siysélosiN =N, + N, — 1
Por lo tanto, con la expresion que nos da el enunciado, estariamos obteniendo la
convolucion circular de 4 muestras/puntos. Es decir:
IDFT,(DFT,(x;[n]) - DFT,(xz[n])) = x1[n] ®4 x2[n]

Pero para que la convolucién circular de ambas secuencias sea igual a su convolucion
lineal, debemos calcular la siguiente expresién:

IDFT,(DFT,(x;[n]) - DFT,(x2[n])) = x;[n] ®7 x3[n] = x;[n] * x[n]

e) Calcula, siguiendo el método que quieras, la IDFT de la sefial X;[k] obtenida en el
apartado (a).
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Posiblemente, la forma mas facil es matricialmente. Recordemos que en esta ocasion
la matriz D debe ser la matriz D de la DFT pero transpuesta y conjugada (D, matriz de
Hermite de D).

11 1 1 10 4 1
1 11 j -1 —j —2+2j 1( 8 2

= — H . _ — . —_— -
alf=gD7-Xlkl=21 1 53 1 -1 —2 2127\ 3
1 - -1 j —2-2j 16/ \4

Como vemos, el resultado es el esperado, es decir, la sefial x;[n] que nos daba el
propio enunciado. De esta forma, sabemos que tanto el apartado A como el F, estan

bien.

13. Dada la siguiente secuencia:
x1[n] = [4,3,2,1]
a) Calcula la DFT de la seial x;de manera matricial.

Sabemos que N = 4, asi pues, debemos construir la matriz D de 4x4.

1 1 1 1 4
1 = -1 j | [3].
1 -1 1 -1 2 |’
1 j -1 —j 1

X[kl = D -x[n] =

443+2+1 10
4-3j-2+j\ |[2-2
Xl = p-minl =| 4 Z3 5 0 =] 757
4+3j-2-j) [\2+2

b) Imagina que tenemos una seial x,[n] periédica que tiene como sefial patrén
x1[n]. éCudles serian los coeficientes a; de la serie discreta de Fourier de la seiial

Xz[n] ?

Sabemos que la DFT y la SDF se relacionen asi:

X[k] = Noay
Por lo tanto:
_ X[K]
ak = NO
Asi pues:
B X[0] B 10 _ 5
Q0= T T G T2
B X[l]_ 2—-2j 1
MY T Ty T2
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c) Si queremos:
X1 Oy X1 = X * Xy,

es decir, hacer la convolucion circular de la sefial x; por si misma, y ademas que
su resultado sea igual a la convolucién lineal de la sefial x; por si misma. éDe
cuantas muestras (valor de N), como minimo, debemos hacer la convolucién
circular para que sea igual a la convolucién lineal? Razénalo.

Deberia ser de N = 7, ya que para que esto se dé:
N>N +N,— 1
donde N; = N, = 4.

14. Dadas las siguientes secuencias:
x;[n] = [4,3]
Xz[n] = [1,—1]
xz[n] = xq[n] * xz[n]
calcula la sefal x5 haciendo la convolucidn circular de las sefiales x; y x,. Es decir:

x3[n] = x1[n] Oy x2[n]

Para que la convolucidn circular sea igual a la lineal (nos lo dice el enunciado), se ha de
cumplir la siguiente condicidn:

N>N;+N,—-1
Asipues, N>2+2—-1; N = 3.
Debemos expandir las dos secuencias a 3 muestras afiadiendo ceros (zero padding):
x;[n] = [4,3,0]
x,[n] = [1,-1,0]

Ahora podemos realizar la convolucion circular. La resolucién esta hecha utilizando el
método de desplazamiento circular, pero se podria utilizar el de extensiones
periddicas.

n=0
x1[m] = [4,3,0]
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% [((m),| = [-,10,-1,..]
%[0l =4-1+3-0+0-(-1) = 4

n=1
x1[m] = [4,3,0]
% |((1=m)),| = [...-110,..]
1]=4-(-1)+3-1+0-0= —1
n=2
x1[m] = [4,3,0]
X, [((2 - m))3] =[.,0-11,..]
%[2]=4-0+3-(-1)+0-1= —3
Solucion:

[esln] = [4,—1,—3]]

14. Dadas las siguientes sefales x1[n] y x2[n],

x1[n] x2[n]

[ = T T T S R )
e
—

[ = T T T S R )
——

Calcula la expresion que relaciona sus DFTs X1[k] y X2[k], SIN calcular explicitamente
las DFTs.

Podemos expresar la secuencia x2[n] en funcién de x1[n] (x1 escalada por un factor 2
mas x1 desplazada dos muestras a la derecha)

x2[n]=2x1[n]-x1[n-2]
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Por lo tanto, segun las propiedades de linealidad y desplazamiento circular de la DFT,
la relacion entre las DFT de N muestras de las sefales es:

2p2

X,[K] = 2X,[K]+ X, [K]e '

donde Xi[k] y Xz2[k] son las DFT de N muestras de x1[n] y x2[n], respectivamente, con
N>=5

5 = el maximo del numero de muestras de x1 y x2

15.Six1[n] = (2, 4,0, 1)

Sabiendo que la relacidn entre las transformadas de Fourier (DFT) de 4 muestras de
- j6pk
x1[n] y otra sefial x2[n] es la siguiente: X,[k]=3X [k]e *

Calcula x2[n], SIN calcular explicitamente las transformadas DFT X1[k] ni Xa[k].

-j6pk

X[k]= 3% [k]e *

Por las propiedades de linealidad y desplazamiento circular de la DFT, podemos inferir
la relacion que existe entre las secuencias x1 y x2: desplazamiento circular de 3
muestras y escalado

x2[n]=3x1[n-3]
Por lo tanto, x2[n]=[12, 0, 3, 6]

16. Considera las secuencias h[n]:{l,B,—l,—Z} y X[n]={1,2,0,—1}. Comprueba la

DFT
propiedad de convolucién circular x;[n]x,[n] «—= X;[k] ® X,[k]

Hagamos primero la convolucién circular. Consideramos que ambas secuencias son
periddicas de periodo 4.
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Para hacer la convolucion pasemos a eje m e invirtamos temporalmente la sefial de la
figura (b) ; dibujemos x[—m]
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(c) (d)

Por tanto al tener que evaluar la salida entre las muestras 0 y 3, mediante la operacion
convolucién

N-1
y[n]=2 h[mj{n-m]
m=0
Asi pues la salida en la muestra cero, vendra determinada por la suma entre las
muestras 0 y 3 del producto de las figuras (c) y (d).

y[O]:gh[m]x[—m]:1-1+3-(—1)+(—1)-0+(—2)-(—2):—6 (Fijaos  que es el

producto escalar si consideramos dos vectores h= [1, 3,-1, —2] Yy X= [l, —1,0,2]).

Para obtener la salida en la muestra 1, hemos de evaluar la expresién

y{1)= Sh{mp(1- ]

Dibujemos la sefial x[l—m], tras su representacién veremos como equivale a un

desplazamiento circular de una muestra al comparar con la figura (d)
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(e)

Si representamos vectorialmente tendriamos el producto escalar de los vectores
h= [1,3,—1,—2] yX = [2,1,—1,0]. Si comparamos X y X, se observa que el efecto es

un giro circular, es decir la dUltima muestra de x pasa a ser la primera de X,

desplazandose el resto de valores una muestra hacia la derecha (de ahi el nombre de
convolucidn circular)

El resultado es

3
y[1]=Y h[mk[1-m]=1-2+3-1+(-1)(-1)+(-2)-0=6
Entendir:r:do este concepto, es facil evaluar el resto de muestras en el periodo
2)-(-1)=7
+(-2)1=-5

Queremos comprobar que la transformada inversa del producto de dos DFT’s
corresponde a la convoluciodn circular de las correspondientes funciones temporales.

y[2]=h-x,=[13-1-2][021-1]=1-0+3-2+(-1)-1+(-
y[3]=h-x=[13-1-2][-10,21,]=1:(-1)+3.0+(-1)- 2+

Obtengamos las DFT :
3 i S - 2k
H (k) = Zh[n]e 4= Zh[n]e 2" con kvariando entre Oy 3.
H(0)
H(1)=2
H(2)=
H(3)=

O

’M :,Mw ZMw i 1

h[n] h[0]+h[1]+h[2]+h[3]=1+3-1-2=1
> h[ [n]e’ 2 "=h[0 ]+h[1]e'5+h[2]e‘l’ﬂ+h[3]e’7p:1-3j+1-2j:2-5j
h[ Je=n[0]+h[1]e” +h[2]e’* +n[3]e ¥ =1-3-1+2=-1

h[n}e b =h[0]+h[1]e’ H +h[2]e’ +h[3]e" 7 =1+3j+1+2)=2+5]

Para la sefial de entrada
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3 P S ~iPnk
X(k):ZX[n]e 4 :Zx[n]e 2" con k variando entre O y 3.
n=0
x(o): x[n]:x[o]+x[1]+x[2]+x[3]:1+2+0—1:2

(l) X[ e ign :x[0]+ X[l]e_j§+X[2:|e'j”+X[3:|e'j32p:1—2j+0_j:1_3j
(2)223:)([”](3 = [O:I"' X[lje_jp"' X[Z]e_jzp"' X[3]e'j3" =1-2+0+1=0
3

X(8)=3xn]e =" = x[0]+ x[1]e ' + x[2]e + X[3]e ¢ =1+2j+0+j=1+3)
n=0

Por tanto el producto de ambas sera:

Y(k)=H (k) x(k)

v(0)=H(0)x(0)=2
Y(1) = H(1) x(1) = -13- j11
v(2)=H(2)x(2)=0
Y(3)=H(3)x(3)=-13+ j11

Calculamos la IDFT

y[n]:i 3 Y(k)ejgnk

y[o]=7 ZY()

v[1)=] ZY( )e's" :411 Y(O)+Y(1)ej§+Y(2)ej”+Y(3)e32p =
:%[2+(-13-j11)j+0+( 13+ j11)(- ) | = —[2 13j+11+0+13j +11]= 2; 6
v[2]=7 ZY( Jer = 2[¥(0)+ Y{t)er +v(2)e + Y(g)e ]=

:%[2+(-13- j12)(-1)+0+(-13+ jll)(—l)]:%[2+13+11j+0+13—11j]:§:7
5] 33K ™ =2 Vo) v(ie T rv(a)e +v(a)e |-

=%[2+(‘13‘111)(‘j)+0+( 13+ j11) j | = —[2+131 11+0-13] - 11]_ﬂ__5

[ (0)+Y(1)+Y(2)+Y(3)]= —[2 13- j11+0- 13+111]_ﬁ:_6
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Observandose obtenemos el resultado de la convolucion periddica y en consecuencia
verificamos la propiedad de la convolucién circular.

17. Calcula la convolucion lineal de las siguientes secuencias mediante la convolucion
circular

Dadas las secuencias aperiddicas de la figura (a) y (b)

[n] h[n]

Si evaluamos su convolucion lineal obtenemos

ylinealln]

N I - T I I - ]
—
—

Primero calcularemos la convolucién circular con 5 muestras para comprobar que el
resultado no coincide con la convolucion lineal

Calculamos la convolucion circular de longitud K 3 Max(5,4) =5, con lo que
completamos las secuencias con ceros. X = [1,3,—1,—2,0] (hemos afiadido un cero) y
h= [1,2,0,—1,1] (la misma). Si resolvemos (primero invertimos x) xi = [1,0,—2,—1,3] y

hacemos los productos escalares, tendremos
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y(0)=[12,0,-11][1,0,-2,-1,3]=1+0+0+1+3=5
y(1) [120 -11][31,0,-2,-1]=3+2+0+2-1=6
y(2)=[12,0,-11][-1,31,0,-2]= -1+6+0+0-2=3
(
[

y(3)=[12,0,-11][-2,-1,310]=-2-2+0+-1-0=-5
y(4)=[12,0,-11][0,-2,-1,31]=0-4+0+-3+1= -6

Si observamos L - K =8-5=3 (indica que los tres primeros no coinciden, por tanto
coinciden los 2K - L =10-8= 2 (los dos ultimos, ver valor de las muestras 3y 4 en la
figura c). Al margen de que nos quedan 3 puntos por evaluar.

Veamos que sucede cuando completamos con cero cada secuencia hasta que ambas
tenga de longitud la duracién de su convolucién lineal, en este caso dur =5+4-1=8,

por tanto tendriamos x:[1,3,—1,—2,0,0,0,0] y h:[1,2,0,—1,1,0,0,0]. Con lo que
xi =[1,0,0,0,0,-2,-1,3]

Evaluando

y(0)=[12,0,-11,0,0,0][1,0,0,0,0- 2,-1,3]=1
y(1)=[1,2,0,-11,0,0,0][31,0,0,0,0-2,-1]=5
y(2)=[12,0,-11,0,0,0][-1,310,0,0,0-2]=5
y(3)=[12,0,-11,0,0,0]-2,-1,31,0,0,0,0]= -5

(

(

(

[

y(4)=[1,2,0,-11,0,0,0][0,-2,-1,31,0,0,0]= -6
y(5)=[12,0,-11,0,0,0][0,0,-2,-1,31,0,0]= 4
)

y(6)=[12,0,-11,0,0,0][0,0,0,-2,-1,31,0]=1
=[12,0,-1,1,0,0,0][0,0,0,0,-2,-1,31]= -2

yl7

Que coincide exactamente con la convolucion lineal en el intervalo de muestras de O a
7.

Ademas por la propiedad convolucidn, el resultado se hubiese obtenido a partir de la
IDFT del producto de las DFT de duracién 8 tras haber completado con ceros.

El resultado es idéntico si hubiésemos completado con ceros tal que la duracién de
cada secuencia cumpliese K>L> M + N -1 (donde para muestras de indice superior

a la convolucion se obtendria que y(> L) =0, (valor esperado ya que si observas la

figura c, a partir de las muestra 7, esta ya tiene valor cero)
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